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| SUITES GEOMETRIQUES

1 DEFINITION

Dire qu'une suite (u,) est géométrique signifie qu'’il existe un nombre réel g non nul tel que, pour tout
entier n,

Un+1 =qUp

Le réel g est appelé la raison de la suite géométrique.

EVOLUTION EN POURCENTAGE

t
— Augmenter une grandeur de % équivaut a multiplier sa valeur par 1+ 00"

t
— Diminuer une grandeur de t% équivaut a multiplier sa valeur par 1 — 100"

Chaque fois qu’'on est confronté a une situation d’évolutions successives d'une grandeur de %, on peut

t t
définir une suite géométrique de raison 1+ 100 (augmentation) ou 1 - 100 (diminution)

EXEMPLES

1. Un capital de 2000 € est placé au taux d’'intérét composé de 1 % par an.
On note C,, le capital disponible au bout de n années alors :

Cp1=Cp %

1
1+—)=1,01xcn
100
Ainsi, la suite (C,,) est une suite géométrique de premier terme Cy = 2000 et de raison g = 1,01.
2. Pour lutter contre la pollution, un groupe industriel décide de réduire progressivement sa quantité de
rejets de 4% par an. En 2012, la quantité de rejets était de 50 000 tonnes.
On note r, la quantité de rejets 'année 2012 + n d’'ou :
(1 4 ) 0,96
Tpe1=Tpx[1-—]=0,96xr
n+l1 n 100 n

Ainsi, la suite (rj) est une suite géométrique de premier terme ry = 50000 et de raison 0,96.

2 PROPRIETE 1

Soit (1) une suite géométrique de raison g et de premier terme ug alors pour tout entier 7,

Up=1ugxq"

EXEMPLE

Lobjectif du groupe industriel est de réduire progressivement la quantité de rejets pour atteindre une
quantité inférieure ou égale a 30000 tonnes (soit une réduction de 40%). Cet objectif sera-t-il atteint au
bout de 10 ans?

Au bout de 10 ans, la quantité de rejets est de :

10 = 50000 x 0,96'° =~ 33242

Avec un réduction de 4 % par an, en 2022 I'objectif du groupe industriel ne sera pas atteint.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 3
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3 PROPRIETE 2

Si (1) une suite géométrique de raison g alors pour tout entier n et pour tout entier p,

Up=upxq"P

4 MONOTONIE

Soit (u,,) une suite géométrique de raison g et de premier terme u( donc:
Uns1— Un = Uo x " —ug x "
=upx q" x(q=1)
La monotonie de la suite dépend du signe de 1y, g" et (g —1)
— Si g <0alors g" est positif pour n pair, négatif pour n impair donc la suite n’est pas monotone.
— Si g > 0 alors la suite est monotone, croissante ou décroissante selon le signe du produit ug x (g —1) .

Sig>1 Sio<g<l1
Si up >0, alors la suite Si up <0, alors la suite Si ugy > 0, alors la suite Si ug <0, alors la suite
(up) est croissante (up) est décroissante (u,,) est décroissante (u,,) est croissante
Un Up Une Up
7 ? e 4 Tn y. 4 ¢ on°
° ° °
[ ]
° ° °
¢ o ° ? e
y 4 Tn b 4 71 [ ]

Nous pouvons en déduire les deux théorémes suivants

THEOREME 1

Soit g un réel non nul.

— Si g <0 alors la suite (¢”) n’est pas monotone.

— Si0< g <1alorslasuite (") est strictement décroissante.

q")
— Si g > 1 alors la suite (¢") est strictement croissante.

— Si g =1 alors la suite (¢") est constante.
- /

THEOREME 2

Soit (1) une suite géométrique de raison g non nulle et de premier terme 1y non nul
— Si g <0 alors la suite (u,) n’est pas monotone.
— Si g >0 et ug> 0 alors la suite (u,) ale méme sens de variation que la suite (¢").

— Si g >0 et ug <0 alors la suite (u,) ale sens de variation contraire de celui de la suite (g").

o

5 SOMME DE TERMES CONSECUTIFS

Soit (1) une suite géométrique de raison g # 1 et de premier terme i alors pour tout entier n,

l_qn+1)

n
u0+u1+---+un:Zu,~:u0(
i=0 l-q

A. YALLOUZ (MATH@ES) 4
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Cette formule peut se retenir de la fagon suivante :

La somme S de termes consécutifs d'une suite géométrique de raison g # 1 est :

1— qnombre de termes

l-q

S = premier terme x

Il LIMITE D’UNE SUITE

On étudie le comportement d'une suite (1,,) quand n prend de grandes valeurs.

1 LIMITE INFINIE

DEFINITION

On dit qu'une suite (u#,) admet une limite égale a +oco quand 7 tend vers +oco si pour tout nombre réel A
strictement positif, tous les termes de la suite sont supérieurs a A a partir d'un certain rang p. On écrit :

lim wu,=+oco
n—-+0o

Concretement, une suite (u,,) tend vers +oo si u, est aussi grand que I'on veut dés que 7 est suffisamment
grand.

INTERPRETATION GRAPHIQUE
On a représenté ci-dessous une suite (u,) ayant une limite égale a +oco

Un

i
I
I
I
I
I
I
I
; L
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

p n
Soit p un entier tel que pour tout entier n = p, on a u, > A. p estle seuil a partir duquel u, > A.

DEFINITION

On dit qu'une suite (u#,) admet une limite égale a —oo quand 7 tend vers +oo si pour tout nombre réel A
strictement négatif, tous les termes de la suite sont inférieurs a A a partir d'un certain rang p. On écrit :

lim u, =-o0c0
n—+oo

A. YALLOUZ (MATH@ES) 5
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2 LIMITE FINIE

DEFINITION

\

Soit (u#,,) une suite définie sur IN et £ un réel.

1. Dire que la suite (u,) admet pour limite le réel ¢ signifie que tout intervalle ouvert de la forme
1¢ —r; ¢ + r[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang p. On écrit :

lim wu,=¢
n—+oo

2. Une suite qui admet pour limite un réel ¢ est dite convergente.

%

Autrement dit, une suite (u,) est convergente vers un réel ¢ si tous les termes de la suite a partir d'un certain
rang p peuvent étre aussi proches que voulu de ¢.

INTERPRETATION GRAPHIQUE

Si on représente la suite convergente par un nuage de points dans un repere, a partir d'un certain rang p,
tous les points sont dans la bande délimitée par les droites d’équation y=¢—-rety=~¢+r.

Up
p
[ )
. |
C+r .
[ f O o [ Py Py o
T o o . v = *
l—r . e }
° |
|
° |
|
|
|
|
n

Le rang p est le seuil a partir duquel « u,, est a une distance de ¢ inférieure a r »

PROPRIETE

La suite (u,) converge vers un réel ¢ si, et seulement si, la suite (z,) — ¢ est convergente vers un 0.

REMARQUE

Une suite peut ne pas admettre de limite. Par exemple la suite de terme général (—1)" prend alternativement
les valeurs 1 et —1. Elle n’admet pas de limite.

3 LIMITES D’UNE SUITE GEOMETRIQUE

THEOREME (admis)

Soit ¢ un nombre réel :

— Si -1 < g <1 alors la suite géométrique de terme général g converge vers 0 : lirP q" =0.
n—+oo
— Si g > 1 alors la suite géométrique de terme général g a pour limite +oo : liIP q" = +oo.
n—+oo

— Si g < -1 alors la suite géométrique de terme général g” n'admet pas de limite finie ou infinie.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 6
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REMARQUE

Pour g = 1, la suite (") est constante et égale a 1 donc convergente.
Pour g = —1, la suite (¢") prend alternativement les valeurs 1 et —1 suivant la parité de 7, elle n’admet pas
de limite.

COROLLAIRE
Soit (1) une suite géométrique de premier terme o non nul et de raison g strictement positive. R
— Si0< g <1 alors la suite (u,) converge et nlil}_l U, =0.

—1+00
— Si g =1 alors la suite (1) est constante et égale a .
— Si g > 1 alors la suite (u;) admet une limite infinie avec :
lim u,;=-ocosiuy<0 et lim wu,;=+ocosiuy>0
n—-+oo n—-+oo
- )

RECHERCHE D’UN SEUIL A L’AIDE D’UN ALGORITHME

EXEMPLE 1

Soit (r,,) la suite géométrique de raison 0,96 et de premier terme ry = 50000

Comme 0 < 0,96 < 1 la suite (r;) est décroissante et converge vers 0 : nl_igl()()SO 000 x 0,96" = 0.

Lalgorithme suivant permet d’obtenir le seuil a partir duquel le terme général de la suite est inférieur a
30000.

C’est a dire déterminer le plus petit entier I tel que pour tout entier n = I, 50000 x 0,96” < 30000

PROGRAMME
A — 50000 TEXAS CASIO
I—o PROGRAM : SEUIL ===== SEUIL =====
Tant que A > 30000 + 50000 — A 50000 — A 4
:0 -1 0—-1,
I—1T+1 : While A > 30000 While A > 30000
A—096x A I +1 1 I+1—1,
, : 0.96%A — A 0.96%A — A
Fin Tant que . End WhileEnd |
: Disp I I

Initialisation des variables Aet I: A=50000 et I = 0.
Traitement : Tant que la condition A = 30000 est vraie, on effectue la suite d’instructions situées a I'intérieur

de la boucle "TANT QuE" et "FIN TANT QUE"
(AT
I1=13

A>30000? | VRAI I [
- |
I
| SORTIE BOUCLE
I
I
I

A=48000 A=46080

I:l I=2
A =29410,... TANT QUE

Sortie :
La calculatrice affiche 13. Donc pour tout entier z = 13, 50000 x 0,96" < 30000.

EXEMPLE 2

Soit (1) la suite géométrique de raison 1,015 et de premier terme g = 2000
1,015 > 1 et 1y > 0 donc la suite (u,,) est croissante et lirP 2000 x 1,015" = +oo.
n—+oo

L'algorithme suivant permet d’obtenir le seuil a partir duquel le terme général de la suite est supérieur ou
égal a 3000.
C’est a dire déterminer le plus petit entier N tel que pour tout entier n= N, 2000 x 1,015" = 3000

A. YALLOUZ (MATH@ES) 7
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A+~2000

N0

Tant que A <3000
A+<—1,015xA

N—N+1
Fin Tant que

La valeur de la variable N obtenue a la fin de I'exécution de cet algorithme est 28.
Donc pour tout entier n = 28, u, = 3000. Soit pour tout entier n = 28, 2000 x 1,015" = 3000.

Il SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

1 DEFINITION

Soient a et b deux réels.
La suite (u;) définie pour tout entier n, par la relation de récurrence 1, = au, + b et de terme initial
Uy est une suite arithmético-géométrique

REMARQUE

— Si a =1 lasuite est arithmétique.

— Si b=01lasuite est géométrique.

— Dans les autres cas, la suite n’est ni arithmétique ni géométrique.

2 ETUDIER UNE SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

aet bsontdeuxréelstelsque a#1etb#0.
(up) estla suite arithmético-géométrique définie par 1 et pour tout entier n, 1,4+, = au, + b.

REPRESENTATION GRAPHIQUE

On trace la courbe représentative de la fonction affine f : x— ax + b et la droite A d’équation y = x

a<0 a>0 A
y A y y=ax+b
N
|
|
| |
[ |
i o |
P!
N I
| o |
| 1 |
| ' Coog !
: € | | | | | | |
I | Lo |
[ | T T | | [
[ | | | ] | I | [ :
[ I : | I : [
| 11 | | _ | | [
N R R T R B y=ax+b | | N N
| [ [ | | | [ |
N 2 2 2 2R 2 ; ¥ YoV v vy
0 1 uw ug usuy g Ug Uy U ug X 0 1 uo up up us U4 usug ¢ X

Le graphique permet d’obtenir un certain nombre de conjectures a propos de la monotonie ou de la
convergence de la suite.
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UNE SUITE AUXILIAIRE

PROPOSITION

Soit ¢ le réel tel que ¢ = a¢ + b. La suite (v,) définie pour tout entier n, par v, = u, — £ est géométrique.

# PREUVE
Pour tout entier n,
Un+1 = Un+1— €

=aup,+b-¢

=auy,+b—(al+b)

=au,—al

=ax(u,—7¥)
Ainsi, pour tout entier 1, v,y = a x v, donc (v;) est une suite géométrique de raison a.
CONSEQUENCE

(vy) est une suite géométrique de raison a et vy = ug — ¢ donc pour tout entier n, v, = (ug—¢) x a”.

Comme v, = u, — ¥ © u, = v, + ¢, on en déduit que : | Pour tout entier n, u, = € +a" (ug— ).

EXEMPLE

Chloé dépose 1000 € sur un compte d’épargne rémunéré au taux mensuel de 0,2% et choisit d’y ajouter a
la fin de chaque mois la somme de 250 €. On note u,, le montant, en euros, du capital acquis au bout de n
mois.

1. Exprimer u,41 en fonction de u,.
Le coefficient multiplicateur associé a un taux d’intérét de 0,2% est 1,002.
Donc pour tout entier n, u,+; = 1,002 x u, + 250.

2. Soit(vy) la suite définie pour tout entier n, par v, = u,+125000. Montrer que v,, est une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme.
Pour tout entier n,
Up+1 = Ups1 + 125000
=1,002 x u, + 125250
=1,002 x (u, + 125000)
=1,002 x v,

Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison 1,002 et de premier terme v = 1000+ 125000 = 126 000.

3. Exprimer u, en fonction de n.

(vp) est une suite géométrique de raison 1,002 et de premier terme vy = 126000 donc pour tout entier n,
v, = 126000 x 1,002".
Donc pour tout entier n, u, = 126000 x 1,002" —125000.

4. Ftude de la suite (uy,).
a) Variation
Pour tout entier n, u, = 126000 x 1,002 —125000. Par conséquent, pour tout entier r,
Un+1 — Up = (126000 x 1,002 —125000) — (126000 x 1,002" — 125000)
= 126000 x 1,002 — 126000 x 1,002"
=126000 x 1,002" x (1,002 —1)
=252 x 1,002"

D’olt u,41 — U, > 0. Donc la suite (u;,) est strictement croissante.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 9


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY ] Te ES 4
Année 2017-2018 COMPLEMENTS SUR LES SUITES Te ES-L

b) Limite
Comme 1,002 >1, lim 1,002"” = +codonc lim 126000 x 1,002" — 125000 = +oo.
n—+00 n—-+oo

c) Combien de mois sont nécessaires pour que le montant du capital disponible dépasse 15000 € ?
On cherche a déterminer le plus petit entier n, tel que pour tout entier n = ng, u, > 15000.
Lalgorithme suivant permet d’obtenir le seuil a partir duquel le terme général de la suite (u,) est
supérieur a 15 000.

U —1000
N0
Tant que U < 15000
U 1,002 x U +250

N<N+1
Fin Tant que

La valeur de la variable N obtenue a la fin de I'exécution de cet algorithme est 53.
Donc le capital disponible dépassera 15000 € au bout de 53 mois.
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EXERCICE 1
Soit (u,) la suite définie par : uy = 16 et pour tout entier naturel n, 1,4+, = 0,75 x uy,.

PARTIE A

1. a) Quelle est la nature de la suite (1) ?
b) Exprimer, pour tout entier naturel n, u, en fonction de n.
c) Etudier la monotonie de la suite (u;,).

2. On atracé ci-dessous dans un repere orthonormé, la courbe représentative de la fonction f définie pour
tout réel x par f(x) =0,75x et la droite 2 d’équation y = x.

y 9
Ay My
//
/
7
//
/
7
//
/
7
//
/|
7
//
/
7
//
/
7
//
/
7
1 S
//
7
0 1 uy uy X

a) Construire sur le graphique les termes de la suite uy, us, - ,uyp.

b) Que peut-on conjecturer a propos de la limite de la suite (u,)?

3. On considere 'algorithme suivant :

N0

U~—16

Tant que U > 0,01
U<—0,75xU

N—<N+1
Fin Tant que

Que représente pour la suite (u,) la valeur finale de la variable NV calculée par cet algorithme?
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PARTIE B
On note S, la somme des n + 1 premiers termes de la suite uy, :
n
Sn= Z Up=Ug+ U+ U +...+ Up.
k=0

1. Calculer S4.

2. Recopier et compléter 'algorithme suivant pour qu’il calcule la valeur de la somme S,, pour un entier
donné.

U~—...

S—...

Pour I allantdela N
U~...

S—...
Fin Pour

3. a) Montrer que pour tout entier n, S, = 64 (1 —0,75"*1).

b) Vers quel réel tend S, quand 7 tend vers +oco?

EXERCICE 2

Une revue spécialisée est diffusée uniquement par abonnement.

On estime que chaque année 85 % des abonnés renouvelleront leur abonnement et que 12 mille nouvelles
personnes souscriront un abonnement.

En 2015, il y avait 40 mille abonnés a cette revue.

On note a; le nombre de milliers d’adhérents pour 'année 2015 + n; on a donc ag = 40.

1. Pour tout entier naturel n, exprimer a,; en fonction de a,.

2. On considere 'algorithme suivant :

N<—0

A—40

Tantque A< S
A—085xA+12
N—N+1

Fin Tant que

Pour la valeur de la variable S = 70, la valeur finale de la variable N est N = 9. Interpréter ce résultat.

3. Soit la suite (u,) définie par u, = a,, — 80 pour tout n = 0.

a) Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, a; = 80 —40 x 0,85".

c) Selon ce modele, le directeur de cette revue peut-il envisager de la diffuser a 100 mille exemplaires?

EXERCICE 3 (D'apres sujet bac Liban 2017)
Les deux parties sont indépendantes

PARTIE A : Laccord de Kyoto (1997)

Le principal gaz a effet de serre (GES) est le dioxyde de carbone, noté COs.

En 2011, la France a émis 486 mégatonnes de GES en équivalent CO, contre 559 mégatonnes en 1990.
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1. Dansl’accord de Kyoto, la France s’est engagée a réduire ses GES de 8 % entre 1990 et 2012.
Peut-on dire qu’en 2011 la France respectait déja cet engagement? Justifier la réponse.

2. Sachant que les émissions de 2011 ont marqué une baisse de 5,6 % par rapport a 2010, calculer le nombre
de mégatonnes en équivalent CO, émises par la France en 2010. Arrondir le résultat a 0,1.

PARTIE B : Etude des émissions de gaz a effet de serre d’une zone industrielle

Un plan de réduction des émissions de gaz a effet de serre (GES) a été mis en place dans une zone
industrielle. On estime que, pour les entreprises déja installées sur le site, les mesures de ce plan conduisent
a une réduction des émissions de 2 % d'une année sur 'autre et que, chaque année, les implantations de
nouvelles entreprises sur le site génerent 200 tonnes de GES en équivalent COs.

En 2005, cette zone industrielle a émis 41 milliers de tonnes de CO, au total.

Pour tout entier naturel n, on note u, le nombre de milliers de tonnes de CO, émis dans cette zone
industrielle au cours de 'année 2005 + 7.

1. Déterminer ug et u;.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: u,+; = 0,98 x u, +0,2.
3. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, = u, — 10.
a) Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison 0,98. Préciser son premier terme.
b) Exprimer v, en fonction de n, pour tout entier naturel n.
¢) En déduire que, pour tout entier naturel 7, u;, =31 x (0,98)" + 10.
4. a) Calculer lalimite de la suite (u;,).
b) Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

5. A l'aide de l'algorithme ci-dessous, on se propose de déterminer 'année a partir de laquelle la zone
industrielle aura réduit au moins de moitié ses émissions de CO,, par rapport a 'année 2005.

1 U<41

2 n<0
‘ ) ‘ , . 3 Tantque...
a) Recopier et compléter les lignes 3 et 4 de I'algorithme : 4 U—. .
5 n—n+1l
6

Fin Tant que

b) La valeur de n calculée a la fin de l'algorithme est 54. Interpréter ce résultat dans le contexte de
I'exercice.

EXERCICE 4

En raison de I'évaporation, une piscine perd chaque semaine 3 % de son volume d’eau.

On remplit ce bassin avec 90 m® d’eau et, pour compenser la perte due a I'évaporation, on décide de rajouter
chaque semaine 2,4 m® d’eau dans le bassin.

On note u, le nombre de m® d’eau contenu dans ce bassin au bout de 7 semaines.

On a donc uy = 90 et, pour tout entier n, u,+1 = 0,97 x u, +2,4.

1. On considere la suite (v,;) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 80.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Exprimer v, en fonction de n. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 80 + 10 x 0,97".

2. Etudier la monotonie de la suite u,,.

3. Déterminer la limite de la suite (u,). Interpréter ce résultat.

EXERCICE 5
Soit (u;) la suite définie par : ©y = 5500 et pour tout entier naturel n, 1,41 = 0,68 x u;, + 3560 .
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1. a) Utiliser les droites d’équations y = x et y = 0,68x + 3560 pour construire les quatre premiers termes
de la suite (u;,).

y v

11000

10000

9000

8000

7000 e

6000 /

5000 /

4000 ,/

3000

2000

1000

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000 X

Conjecturer le sens de variation de la suite (u,) ainsi que la limite de la suite (u,,).

b) Donner une interprétation de la valeur finale de la variable k calculée par I'algorithme suivant :

A —5500

k<0

Tant que A < 11000
k—k+1

A+~ 0,68x A+3560
Fin Tant que

2. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n, par v, = u, —11125.
a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b) Exprimer, pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
En déduire que, pour tout entier naturel n, u, = 11125 -5625 x 0,68".

c) Lasuite (u,) est-elle convergente?

PARTIE B

Une revue spécialisée est diffusée uniquement par abonnement.

Une étude statistique a permis de constater que d'une année sur I'autre, 32% des abonnés ne renouvellent
pas leur abonnement et 3 560 nouvelles personnes souscrivent un abonnement.

En 2015, il y avait 5500 abonnés a cette revue.
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1. Donner une estimation du nombre d’abonnés a cette revue en 2017.

2. Pour tout nombre entier naturel 7, on note u, le nombre d’abonnés a la revue 'année 2015 + n.
Exprimer u;.; en fonction de u;,.

3. a) Selon ce modele, est-il possible d’envisager une diffusion supérieure a 12000 abonnés?

b) Alaide de la calculatrice, déterminer 'année a partir de laquelle le nombre d’abonnés a la revue sera
supérieur a 11 000.

EXERCICE 6

En 2015, la population d'une ville était de 40000 habitants. Une étude portant sur |'évolution
démographique, a permis d’établir que chaque année, 8 % des habitants quittent la ville et 4 000 nouvelles
personnes emménagent.

On note u; le nombre de milliers d’habitants de cette ville 'année 2016 + n; on a donc ug = 40.

1. Selon ce modele, a combien peut-on évaluer la population de cette ville en 2016?
2. Justifier que pour tout entier naturel n, u,+; = 0,92 x u; +4.

3. On considere 'algorithme suivant :

N<O0

U <40

Tantque U <44
N<N+1

U—092xU+4
Fin Tant que

Recopier et compléter le tableau suivant autant que nécessaire en arrondissant les résultats au millieme
pres.

N 0 1
U 40
Test U <44 Vrai

Quelle est la valeur de la variable N a la fin de I'exécution de cet algorithme? Interpréter ce résultat.

4. On considere la suite (v,;) définie pour tout entier naturel n par v, = u, —50.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Exprimer v, en fonction de n. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, =50 —10 x 0,92".

5. Etudier la monotonie de la suite u,,.

6. Déterminer la limite de la suite (u,). Interpréter ce résultat.

EXERCICE 7
PARTIE A
On considere la suite (u,) définie par 1y = 15 et pour tout entier naturel n, 1,41 = 1,04u, —0,5.
1. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v,, = u, —12,5.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b) Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que, pour tout nombre entier naturel n, u,, = 2,5 x 1,04" + 12,5.

2. Montrer que la suite (1) est croissante.

3. Déterminer la limite de la suite (u,,).
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PARTIE B

Le 1¢f janvier 2014, la population d'une ville comptait 15 milliers d’habitants.

Les études démographiques sur les dernieéres années ont permis d’établir que la population de cette ville
a partir du 1¢ janvier 2014 peut étre modélisée par la suite (1) ou u, désigne le nombre de milliers
d’habitants de la ville le 1°* de 'année 2014 + n.

Une réorganisation des transports en commun sera nécessaire des que la population dépassera 16 000
habitants.

On consideére I'algorithme suivant :

U~15

N—0

Tantque U < 16
U—104xU-0,5
N—N+1

Fin Tant que

1. Déterminer la valeur finale de N calculée par cet algorithme.

2. Interpréter le résultat précédent.

EXERCICE 8

Le 1¢ janvier 2014, la médiathéque d'une commune disposait d'un stock de 40 000 ouvrages.

Chaque année, le gestionnaire supprime 8 % des ouvrages, trop usagés ou abimés, et achete 6 000 ouvrages
neufs.

On s’intéresse a I’évolution du nombre de milliers d’ouvrages disponibles au 1°f janvier de chaque année.
La situation est modélisée par une suite (u,) ol le terme u, est le nombre, en milliers, d'ouvrages
disponibles le 1¢" janvier de 'année (2014 + n).

1. Calculer le nombre d’ouvrages disponibles au 1" janvier 2016.

2. Donner une expression de 1,1 en fonction de u;,.

3. Des travaux de réaménagement des locaux seront nécessaires des que le stock dépassera 50 000 ouvrages.

On consideére I'algorithme suivant :

N<O0

U—40

Tant que U <50
U—092xU+6

N—<N+1
Fin Tant que
N — N+2014

a) Recopier et compléter le tableau suivant autant que nécessaire en arrondissant les résultats au
millieme pres.

N 0 1
U 40
Condition U <50 Vraie

b) Quelle est la valeur de la variable N obtenue a la fin de 'exécution de cet algorithme? Interpréter ce
résultat.

4. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v,, = u, — 75.

a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
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b) Exprimer v, en fonction de n. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 75— 35 x 0,92",
5. Etudier la monotonie de la suite (u,,).

6. Déterminer la limite de la suite (u,). Interpréter ce résultat.

EXERCICE 9

Usines, bureaux, commerces, hotels, etc. : les établissements constituent le tissu productif d'un territoire.
En France, entre les 1¢" janvier 2008 et 2013, le nombre d’établissements est passé de 3,5 millions a 4,2
millions dans les activités marchandes hors agriculture.

Cette croissance s’accompagne d'un important renouvellement des établissements sous forme d’entrées et
de sorties du tissu productif.

MODELISATION

On estime que chaque année, sur la période entre les 1¢* janvier 2008 et 2013 :

— le taux de sortie annuel moyen des établissements par le biais de cessations d’activités et transferts
géographiques (déménagements) est de 17,5 %;

— le nombre d’entrées annuel par le biais de créations d’entreprises, de reprises ou de transferts
(emmeénagements) est de 812 000 établissements.

L'évolution nombre d’établissements est modélisée par la suite (u,) ol le terme u, est le nombre, en
millions, d’établissements le 1°f janvier de I'année (2008 + n). Ainsi, uy = 3,5.
1. Justifier que pour tout entier naturel n, u,+; = 0,825 x u, +0,812.
2. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v,, = u, —4,64.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Exprimer v, en fonction de n. En déduire que pour tout entier naturel 7, u, = 4,64 —1,14 x 0,825".
3. Cemodele permet-il d’obtenir une estimation fiable (approchée a moins de 0,01 million prés) du nombre
d’établissements en France, au 1°f janvier 2013?
4. En admettant que ce modele reste valable pour les années suivantes :
a) Est-il possible d’envisager qu’en France, le nombre d’établissements atteigne 5 millions?
b) On souhaite écrire un algorithme qui permette d’afficher 'année a partir de laquelle le nombre
d’établissements sera supérieur a 4,5 millions.

Parmi les trois algorithmes suivants, déterminer celui qui convient pour répondre au probleme posé
et expliquer pourquoi les deux autres ne conviennent pas.

Algorithme 1 Algorithme 2 Algorithme 3

n—>0 n—>0 n—>0
U~—3,5 U~—35 U~—35

Tant que U <4,5
U—4,64-1,14x0,825"
n—n+l

Fin Tant que
n<—n+2008

Tant que U <4,5
U—0,825xU+0,812
n—n+l

Fin Tant que
n«+~—n+2008

Tant que U > 4,5
U-—0,825xU+0,812
n—n+l

Fin Tant que
n<—n+2008

EXERCICE 10

Une commune met en place un nouveau service internet par abonnement. 'abonnement d'une durée de
un an est renouvelable a la fin de chaque année.

On suppose que I'effectif de la population concernée par ce service n’évolue pas et est égal a 50 000.

On estime que chaque année, 79% des abonnés renouvelleront leur abonnement en fin d’année et que 4%
des non abonnés d'une année s’abonneront 'année suivante.

La premiere année 400 personnes se sont abonnées a ce service.
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1. On note ay le nombre d’abonnés a ce service la premiere année, a; le nombre d’abonnés un an plus tard
etc.

Calculer a; et a,.
2. L'évolution du nombre d’abonnés a ce service est modélisée pour tout entier n par la suite (a,) ou le

terme a, est le nombre d’abonnés n années apres la premiere année de la mise en place de ce service.
On a donc ay = 400.

Justifier que pour tout entier n, a,+1 = 0,75a, +2000.

3. On considere 'algorithme suivant :

N<O0

A — 400

Tant que A <5000
N—N+1

A<—0,75x A+2000
Fin Tant que

a) Recopier et compléter autant que nécessaire les colonnes du tableau suivant en arrondissant les
résultats a 'unité.

Valeur de N 0 1
Valeur de A 400
Condition A <5000 Vraie

b) Donner la valeur finale de la variable N calculée par cet algorithme et interpréter ce résultat dans le
contexte de I'exercice.
4. On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = a, —8000.
a) Démontrer que la suite (u;) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Exprimer u, en fonction de 7.
¢) En déduire que pour tout entier naturel n, a;,, = 8000 — 7600 x 0,75".
5. a) Montrer que la suite (a;,) est croissante.
b) Calculer la limite de la suite (a;,) et interpréter ce résultat.

6. Le montant annuel d'un abonnement est de 30 €. On note S, la somme totale percue par le gestionnaire
sur I'ensemble des n premiéres années apres la mise en place de ce nouveau service.

Calculer le montant arrondi a la dizaine d’euros pres de la somme percue par le gestionnaire sur
I'ensemble des cing premiéres années.

EXERCICE 11 (D’apres sujet bac Amérique du Nord 2017)

Une grande université, en pleine croissance d’effectifs, accueillait 27 500 étudiants en septembre 2016.

Le président de l'université est inquiet car il sait que, malgré une gestion optimale des locaux et
une répartition des étudiants sur les divers sites de son université, il ne pourra pas accueillir plus de
33000 étudiants.

Une étude statistique lui permet d’élaborer un modele de prévisions selon lequel, chaque année :

— 150 étudiants démissionnent en cours d’année universitaire (entre le 1°* septembre et le 30 juin);

— les effectifs constatés a la rentrée de septembre connaissent une augmentation de 4 % par rapport a ceux
du mois de juin qui précede.

Pour tout entier naturel n, on note u, le nombre d’étudiants estimé selon ce modele a la rentrée de
septembre 2016 + 1, on a donc ug = 27500.
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1. a) Estimer le nombre d’étudiants en juin 2017.

b) Estimer le nombre d’étudiants a la rentrée de septembre 2017.

2. Justifier que, pour tout entier naturel #n, on a u,+; = 1,04u, — 156.

TeES 4
Te ES-L

3. Recopier et compléter les lignes L3, L4 et L5 de I'algorithme suivant afin qu'il calcule le nombre d’années
a partir duquel le nombre d’étudiants a accueillir dépassera la capacité maximale de I'établissement.

L1 n<0
L2 U+~27500

14 n—...
L5 U~—...

L3 TantqueUsx...

L6 Fin Tant que

4. a) On fait fonctionner cet algorithme pas a pas.

Recopier le tableau suivant et le compléter en ajoutant le nombre nécessaire de colonnes; on
arrondira les valeurs de U a I'unité.

Initialisation Etape 1
Valeur de n 0
Valeur de U 27500

b) Donner la valeur de n calculée par cet algorithme.

5. On cherche a calculer explicitement le terme général u,, en fonction de n.
Pour cela, on note (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = u, —3900.

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =23600 x 1,04" +3900.

¢) Déterminer la limite de la suite (#,) et en donner une interprétation dans le contexte de I'exercice.

EXERCICE 12

(D’apres sujet bac Polynésie 2017)

En 2015, les foréts couvraient environ 4 000 millions d’hectares sur terre. On estime que, chaque année, cette
surface diminue de 0,4 %. Cette perte est en partie compensée par le reboisement, naturel ou volontaire, qui
est estimé a 7,2 millions d’hectares par an.
On considere la suite (u,) définie par 1y = 4000 et, pour tout entier naturel n, u,+; = 0,996 x u, +7,2.

1. Justifier que, pour tout entier naturel n, u, permet d’obtenir une estimation de la surface mondiale de
forét, en millions d’hectares 'année 2015 + n.

2. Recopier et compléter I'algorithme ci-dessous pour qu'il calcule la premiere année pour laquelle la

surface totale de forét couvre moins de 3 500 millions d’hectares sur terre.

3. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 1800.
a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique puis préciser son premier terme et sa raison.

b) En déduire que pour tout entier naturel n, on a : u,, = 2200 x 0,996" + 1800.

N 2015
U —4000

c) Selon ce modeéle et si le phénomeéne perdure, la surface des foréts sur terre va-t-elle finir par
disparaitre ? Justifier la réponse.
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4. Une étude montre que, pour compenser le nombre d’arbres détruits ces dix dernieres années, il faudrait
planter 140 millions d’arbres en 10 ans.
En 2016 on estime que le nombre d’arbres plantés par 'Organisation des Nations unies (ONU) est de 7,3
milliards.
On suppose que le nombre d’arbres plantés par 'ONU augmente chaque année de 10 %.
L'ONU peut-elle réussir a replanter 140 millions d’arbres de 2016 a 20252

Justifier la réponse.
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| DERIVEES

1 TANGENTE A UNE COURBE

DERIVATION, CONTINUITE ET CONVEXITE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a ot a
est un réel de I, et Cy sa courbe représentative dans un repere du

plan.

La droite passant par le point A(a; f(a)) de la courbe Cy et de
coefficient directeur f’(a) est appelée la tangente a la courbe Cy

au point d’abscisse a.

TeES 4
Te ES-L

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a ou a est un réel de I, et Cy sa courbe
représentative dans un repere du plan.

L'équation réduite de la tangente a la courbe C¢ au point A d’abscisse a est :

y=f'@xx-a)+ f(a)

2 DERIVEES DES FONCTIONS DE REFERENCE

-~

~

f définie sur... fx) f'(x) f dérivable sur ...
R k 0 R
R ax+b a R
R x" nx"1 R pour n entier n =2
. I 1 R
x x2
* 1 n R* ti =1
R pr —— pour n entier n =
1
0;+ Vx — 10; +0o0[
\ [0; +o0] 2% /
3 DERIVEES ET OPERATIONS
u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I :
o (@0 = gl o o (ku) =kxu s (uv) =u'v+uv
. (uz)’ — Dl « Si n est un entier non nul, (1) = nu""'u/

Si la fonction v ne s’annule pas sur l'intervalle I (si v(x) # 0 sur I)

1) v (u)’ u'v—uv
o | — = e o|l—| = ————
v v? v 72
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4 DERIVEE ET VARIATIONS D’UNE FONCTION

THEOREME 1

Soit f une fonction dérivable et monotone sur un intervalle I de R.
— Si f est constante sur I, alors pour tout réel x appartenant a I, f'(x) = 0.
— Si f est croissante sur [, alors pour tout réel x appartenanta I, f'(x) = 0.

— Si f est décroissante sur I, alors pour tout réel x appartenanta I, f'(x) <O0.

Le théoréme suivant, permet de déterminer les variations d'une fonction sur un intervalle suivant le signe
de sa dérivée.

THEOREME 2

~

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R et f’ la dérivée de f sur I.

— Si f’ estnulle sur I, alors f est constante sur /.

— Si f’ est strictement positive sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points ot elle s’annule,
alors f est strictement croissante sur .

— Si f’ est strictement négative sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points ot elle s’annule,
alors f est strictement décroissante sur 1.

/
THEOREME 3
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R et xp un réel appartenant a I.
1. Si f admet un extremum local en xy, alors f'(xg) = 0.
2. Sila dérivée f' s’'annule en x; en changeant de signe, alors f admet un extremum local en xj.
X a Xo b X a Xo b
| |
f/(X) - (l) + f/(x) + (l) _
maximunt
fx \ / fx / \
minimum
REMARQUES
1. Dans la proposition 2. du théoréme 3 'hypothese en changeant de signe est importante.
y
Considérons la fonction cube définie sur R par f(x) = x> qui a pour dérivée la
fonction f' définie sur R par f'(x) = 3x2.
f'(0) =0 et pour tout réel x non nul, f'(x) > 0. 5 2
La fonction cube est strictement croissante sur R et n'admet pas d’extremum en 0.
2. Une fonction peut admettre un extremum local en xj sans étre nécessairement dérivable.
Considérons la fonction valeur absolue f définie sur R par f(x) = |x|. y
x six=0
est définie sur R par: f(x) = . .
f par: f(x) {—x six<0
f admet un minimum f(0) =0 or f n’est pas dérivable en 0. 5 P
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EXEMPLE : ETUDE D'UNE FONCTION Ar—3
x_
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =1— 21
X
1. Calculer f'(x).

Sur R f est dérivable comme somme et quotient de deux fonctions dérivables.
!/

u uv—uv
f=1-—douf' =- >— Avec pour tout réel x,
v v
u(x)=4x-3 dou u'(x)=4
v(x)=x*+1 dou v'(x)=2x
Soit pour tout réel x,

4(x*+1) —2x(4x —-3)
- (x2+1)2
4x2 +4-8x%+6x
(x2+1)2
_4Ax*-6x-4
O (x2+1)?

flx) =

Ainsi, f’ est la fonction définie sur R par f'(x) = M
(x2 +1)2
2. Ftudier les variations de la fonction f
Les variations de la fonction f se déduisent du signe de sa dérivée.
4x*—6x-4 )
Pour tout réel x, (x?>+1)? > 0. Par conséquent, f’(x) est du méme signe que le polynome du second degré
4x*>-6x—4aveca=4,b=—-6etc=—4.

Etudions le signe de f'(x) =

Le discriminant du trindme est A = b? — 4ac Soit
A=(=6)2—4x4x(—4) =100

Comme A > 0, le trin6me admet deux racines :

-b-vVA , 6-10 1
X1=— Soit xj=—=—-
2a 8 2
-b+ VA ] 6+10
etxp=——— Soit x = 3 =2
a

Un polynéme du second degré est du signe de a sauf pour les valeurs comprises entre les racines.

Nous pouvons déduire le tableau du signe de f’(x) suivant les valeurs du réel x ainsi que les variations
de la fonction f :

R - B ) roo
f'x) + (l) - (l) +
é |
fx)
0
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Il CONTINUITE

1 NOTION DE CONTINUITE

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R.
Intuitivement, dire que f est continue sur I signifie que sa courbe représentative peut étre tracée en un
seul morceau (la courbe ne présente aucun saut, aucun trou).

EXEMPLE ET CONTRE-EXEMPLE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel de I.
On note 67 la courbe représentative de la fonction f et Ale point de la courbe € d’abscisse a.
Pour tout réel x de I'intervalle I, on consideére le point M de la courbe 6 d’abscisse x

y y
M M
fOOp——o-———— fprp——o———-
N\ A |
flay p———f—————- | |
I |
I | A
| |
| flarf——————- ‘
|| | 1
xXa N xa X
r r
La fonction f est continue. La fonction f n’est pas continue en a.
Pour tout réel a de I, on peut rendre f(x) aussi proche que La courbe € présente un saut au point d’abscisse a.
'on veut de f(a) pourvu que x soit suffisamment proche de Le point M n’est pas proche du point A quand x est proche de
a. a.

2 PROPRIETES

THEOREME (admis)

Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur cet intervalle.

REMARQUE
La réciproque du théoréme est fausse :
y
Une fonction peut étre continue en un réel a sans étre dérivable en ce réel.
Par exemple la fonction valeur absolue f définie sur R par f(x) = |x| est contine en 0
mais n’est pas dérivable en 0.
0

CONSEQUENCES
On admettra les deux propriétés suivantes :

1. Les fonctions de référence (affines, carré, cube, inverse, racine carrée) sont continues sur tout intervalle
ot elles sont définies.

2. Toute fonction construite algébriquement (somme, produit, inverse, quotient ou composée) a partir de
fonctions de référence est continue sur tout intervalle ol elle est définie.
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Il CONTINUITE ET EQUATION

1 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

THEOREME (admis)

Si f est une fonction définie sur un intervalle I et continue sur [ alors elle vérifie la propriété suivante :
quels que soient les réels a et b de I'intervalle I, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I'équation
f(x) = k admet au moins une solution ¢ appartenanta [a; b].

Ce théoreme résulte du fait que I'image d’'un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de
[ est continue sur / [ n’est pas continue sur /

fla)

B
e ‘

L'image de I'intervalle [a; b] est un intervalle. Limage de I'intervalle [a; b] n'est pas un intervalle.
Tout réel k compris entre f(a) et f(b) est'image 1l existe des réels k compris entre f(a) et f(b) pour
d’au moins un élément de [a; b]. lesquels I'équation f(x) = k n’a pas de solution.

2 THEOREME DE LA VALEUR INTERMEDIAIRE

COROLLAIRE

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R et a, b deux réels appartenanta I, a < b.
Si f est continue et strictement monotone sur [a; b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),
I'équation f(x) = k admet une solution unique c appartenanta [a; b].

# DEMONSTRATION
Soit k un réel compris entre f(a) et f(b)
1. Existence
Par hypothese, f est continue sur [a; b] alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation
f(x) = k admet au moins une solution c appartenant a [a; b].
2. Unicité
Supposons que I'équation f(x) = k admette deux solutions distinctes c; et ¢, appartenant a [a; b]
Par hypotheése, f est strictement monotone sur [a; b] alors ¢ # ¢ = f (1) # f (c2)
Ce qui aboutit a une contradiction puisque f (c1) = f(c2) = k
Donc c; = ¢, ce qui prouve que I'équation f(x) = k admet une solution unique dans [a; b]

REMARQUES

1. Si f est continue et strictement monotone sur [a; b] et f(a) x f(b) <0, alors I'équation f(x) = 0 admet
une solution unique dans [a; b]

2. Le théoreme s’applique aussi lorsque f est continue et strictement monotone sur un intervalle de la
forme [a; b, ]a; b, 1a; b, [a;+00l, ]a; +oo[ , | —oo; b] ou ] —oo; bI.
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IV CONVEXITE
1 FONCTION CONVEXE, FONCTION CONCAVE

DEFINITIONS

Te ES

de chacune de ses tangentes.

de chacune de ses tangentes.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et € sa courbe représentative.

— Dire que la fonction f est convexe sur I signifie que la courbe € est située entierement au-dessus

— Dire que la fonction f est concave sur [ signifie que la courbe € est située entierement au-dessous

EXEMPLES

Cr

yvexe

La fonction carré x — x?2 est convexe.

REMARQUE

convexe

concave

. 1
La fonction inverse x — — est concave sur | —oo; 0] et

X
convexe sur ]0; +oo[

Intuitivement, quels que soient les points A et B de la courbe 6

— Sile segment [AB] est au-dessus de la courbe alors f est convexe.

— Sile segment [AB] est au-dessous de la courbe alors f est concave.

y

f est convexe.
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THEOREME (admis)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.
— [ est convexe sur I si, et seulement si, sa fonction dérivée f’ est croissante sur I.

— f est concave sur I si, et seulement si, sa fonction dérivée f’ est décroissante sur 1.

CONSEQUENCE

On note f” la dérivée seconde de la fonction f, c’est a dire la dérivée de la dérivée f'.
— Sila dérivée seconde est positive alors la fonction f est convexe.

— Sila dérivée seconde est négative alors la fonction f est concave.

EXEMPLE

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> —5x*.

Sa dérivée est la fonction f’ définie sur R par f'(x) = 5x* — 20x3.

Sa dérivée seconde est la fonction f” définie sur R par f"(x) = 20x% — 60x? = 20x? (x — 3).
Les variations de f’ se déduisent du signe de sa dérivée f”'.

Notons que 20x? = 0 donc f"(x) est du méme signe que x — 3. D’ol1 le tableau :

X —00 3 +00

signe de " (x) - 0 +

variations de f’

convexité de f CONCAVE CONVEXE

[ est concave sur ]—oo; 3] et convexe sur [3; +oo].

2 POINT D’INFLEXION

DEFINITION

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et € sa courbe représentative.
S'il existe un point A de la courbe € tel que la courbe traverse sa tangente en ce point, alors on dit que
A est un point d’inflexion.

EXEMPLE

La courbe représentative de la fonction cube définie sur R par f(x) = x> admet comme point d’inflexion
'origine O(0;0) du repére.
Soit 6 la courbe représentative de la fonction cube.

y
La tangente au point O a la courbe 6 est I'axe des abscisses d’équation
y=0.
— Pour x <0, f(x) <0 donc la courbe € est au dessous de la tangente en
O sur ]—o0;0]. ¢} x

— Pour x =0, f(x) =0 doncla courbe € restau dessus de la tangente en O
sur [0; +ool.

Lacourbe € r traverse sa tangente en O donc O(0; 0) est un point d’inflexion.
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CONSEQUENCES

— En un point d’'inflexion la courbe traverse sa tangente : cela signifie que la fonction change de
convexité.
— Siladérivée f’ change de sens de variation en a alors la courbe admet un point d’inflexion d’abscisse
a.
— Si la dérivée seconde f” s’annule en changeant de signe en a alors la courbe admet un point
L d’inflexion d’abscisse a.

EXEMPLE

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x°> —5x* —40x+ 120 et % sa courbe représentative.

Sa dérivée est la fonction f’ définie sur R par f'(x) = 5x* —20x> — 40.
Sa dérivée seconde est la fonction f” définie sur R par f”(x) = 20x2(x - 3).

L'équation f”(x) = 0 admet deux solutions x; =0 et xp = 3.
Notons que 20x? = 0 donc f”(x) est du méme signe que x — 3.

Les variations de f’ se déduisent du signe de sa dérivée . D’oli le tableau :

X -0 0 3 +00

signe de " (x) - 0 - 0 +

variations de f’

-175

En tenant compte des changements de variation de la dérivée f’ on en déduit que la courbe ¢ admet un

seul point d’inflexion, le point A(3; £(3)).

En effet :

— f"(0) = 0 mais, sur l'intervalle ] —oco0;3] f”(x) <0 donc le point B (0;120) de la courbe € '+ d’abscisse 0,
n’est pas un point d’inflexion. (La fonction f est concave sur ] —oo;3]).

— f” s’annule en 3 en changeant de signe donc le point A (3;-162) est un point d’inflexion de la courbe
€ £ (La fonction f est concave sur | —oo; 3] et convexe sur [3; +ool).

y ©;
400 T

La courbe ne traverse pas sa
tangente en B. 300 +
B n’est pas un point d’inflexion.

La courbe traverse sa tangente en A.
00 1 e .
A est un point d’inflexion.
& |

100

-100 1

-200 T

-300 T

A. YALLOUZ (MATH@ES) 29


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY ’ ; ] TeES 4
Année 2017-2018 DERIVATION, CONTINUITE ET CONVEXITE Tl ES-L

EXERCICE 1

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative €y d'une fonction f définie et dérivable sur
R. Certaines tangentes a la courbe ont également été représentées.

y

0O
14V

| %,
/
[

/
e
[\&)
~

/
/
/
/
r

PARTIE A
On note [’ la dérivée de la fonction f. A partir du graphique :
1. Déterminer f'(-2), f'(0) et f'(2).

2. Donner une estimation des solutions de I'équation f’(x) = 0.

PARTIE B

La fonction f est définie pour tout réel x par f(x) = 3x> — 20x + 16.
1. Calculer f'(x).
2. Calculer f'(-2), f'(0) et f'(1,5), puis comparer ces résultats avec les valeurs obtenues dans la partie A.

3. Déterminer les abscisses des points en lesquels la tangente a la courbe 6 est parallele a I'axe des
abscisses.

4. Donner le tableau de variation de la fonction f.

EXERCICE 2

15x +60

. On note f’la dérivée de la fonction f.
x*+9

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

1. Calculer f'(x).

2. Etudier le signe de f’(x).

3. Donner le tableau des variations de f.
4

. Déterminer une équation de la tangente T ala courbe Cy au point d’abscisse —4.

EXERCICE 3
PARTIE A

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative € d'une fonction f définie et dérivable sur
R. Onsait que:

9
— Latangente au point A (—1; 5) ala courbe € est parallele a I'axe des abscisses.
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— La tangente au point B (2;0) a la courbe 6 passe par le point de coordonnées (0;2).

[45]

b
/]
7

On note [’ la dérivée de la fonction f. A partir du graphique et des renseignements fournis :

1. Déterminer f'(-1) et f'(2).

7
2. Latangente a la courbe 6 au point d’abscisse 1 a pour équation y = —2x + >
Déterminer f(1) et f'(1).

3. Pour chacune des affirmations ci-dessous, dire si elle est vraie ou si elle est fausse en justifiant votre
choix.

a) f'(0)x f'(3)<0.
b) f'(=3)x f'(1) <0.

PARTIE B
. i . 18-9x
La fonction f est définie pour tout réel x par f(x) = Zai5
) , 9(x*-4x-5)
1. Montrer que pour tout réel x, f'(x) = —————.
(x2 +5)

2. a) Ftudier le signe de f(x).
b) Donner le tableau de variations de la fonction f.

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe % au point d’abscisse (—2).

EXERCICE 4

La courbe Cy ci-dessous représente une fonction f définie et dérivable sur R. On note f’la fonction dérivée
de la fonction f. On sait que :

— la courbe coupe I'axe des abscisses au point A et la tangente a la courbe au point A passe par le point de
coordonnées (0; —2);

— la courbe admet au point B d’abscisse 1 une tangente paralléle a I’axe des abscisses;
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1. A partir du graphique et des renseignements fournis, déterminer f'(-1) et f'(1).

2. Une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f’ . Déterminer laquelle.

y y y
s |
-2 -1 |04 R X - -2 110 X I
1 / ) /
/ /
/
/11 JANN
/ e~ -2 10 X
/ ~ 7
4 / 4
I . ,
courbe C; courbe Cy courbe Cg

EXERCICE 5
3
Soit f la fonction définie sur l'intervalle |—=;+oo| par f(x) = 8x> —2x — .
2 2x+3
e . ) 8x (8x%+23x+15)
1. Onnote f'la dérivée de la fonction f. Montrer que f'(x) = 2rt3)?
X+

2. Etudier les variations de la fonction f.

EXERCICE 6
x2—x+4

. On note Cy sa courbe représentative dans le plan
x*+3

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =
muni d'un repere.

1. Calculer la dérivée de la fonction f.

2. Etudier les variations de f.

3. Donner une équation de la tangente T a la courbe C¢ au point d’abscisse 1.

EXERCICE 7

Une entreprise fabrique et commercialise un certain produit. Sa capacité de production mensuelle est
inférieure a 15 000 articles.

Soit x le nombre de milliers d’articles fabriqués chaque mois; le colit de production exprimé en milliers
d’euros est modélisé par la fonction C définie pour tout x élément de l'intervalle [0;15] par C(x) =
16x% +11x+60

x+14 ’
La courbe représentative de la fonction C, notée 6, est donnée en annexe ci-dessous.

1. Chaque article est vendu 8€, la recette mensuelle exprimée en milliers d’euros est donnée par R(x) = 8x
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a) Tracer sur le graphique joint en annexe, la courbe 2 représentative de la fonction R.
b) Par lecture graphique :
— les valeurs approximatives des bornes de I'intervalle dans lequel doit se situer la production x pour
que I'entreprise réalise un bénéfice positif;
— laproduction x( pour laquelle le bénéfice est maximal.
2. Le bénéfice mensuel exprimé en milliers d’euros est modélisé par la fonction B définie sur I'intervalle
[0;15] par B(x) = R(x) — C(x).
a) Calculer le montant en euros, du bénéfice sil’entreprise fabrique et vend 6000 articles un mois donné.
—8x% —224x+ 1474
(x+14)2

b) Montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0;15] on a B'(x) =

c) Etudier les variations de la fonction B.

d) En déduire le nombre d’articles qu'’il faut fabriquer et vendre chaque mois pour obtenir un bénéfice
maximal. Quel est le montant en euro, de ce bénéfice maximal?

3. Le colt marginal de fabrication pour une production de x milliers d’articles est donné par C’(x) ou C’ est
la dérivée de la fonction C.

Vérifier que si le bénéfice est maximal alors le cotit marginal est égal au prix de vente d’'un article.

ANNEXE

136
Cr
128 /

120

104 //

96

80 /

72 /
/

56 L/

48 /

24 7
d

16 ~
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EXERCICE 8

Soit f une fonction dérivable sur chacun des intervalles ou elle est définie. Le tableau des variations de la
fonction f est donné ci-dessous :

X -3 1 5 +00

+00

—00 1 -1

1. a) Lafonction f est-elle continue sur ] —3; +oo[?

b) Donner deux intervalles ou f est continue mais pas monotone.

¢) Donner deux intervalles ou f est continue et strictement monotone.
2. a) Déterminer le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0.

b) L'équation f(x) =1 admet-elle une solution unique?

3. On note f' la dérivée de la fonction f. Pour chacune des affirmations ci-dessous, dire si elle est vraie ou
si elle est fausse.

a) L'équation f’(x) = 0 n’a pas de solution sur ]5; +oo[
b) f'(-=2)x f(0)<0
0 fl=2)xf'(3) <0

EXERCICE 9
2x3—3x%2-2x-1
2x+1

1
Soit f la fonction définie =5 +oo| par f(x) = .On note f’ sa dérivée.

1. Calculer f'(x).
2. Donner le tableau des variations de la fonction f.

3. Déterminer le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0.
A l'aide de la calculatrice, donner la valeur arrondie a 1073 pres, des solutions de ’équation f(x) = 0.

EXERCICE 10

On considere une fonction f définie sur R et deux fois dérivable. On donne ci-dessous la courbe
représentative de la fonction f”, dérivée seconde de la fonction f, dans un repére orthonormé.
Les points A(—1;0), B(0; —3) et C(3;0) appartiennent a la courbe.

y

1
T

d
o]
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Dans cet exercice, chaque réponse sera justifiée a partir d’arguments graphiques.

1. La courbe représentative de la fonction f admet-elle des points d’inflexion?
2. Sur quels intervalles, la fonction est-elle convexe? Est-elle concave?

3. Parmi les deux courbes données ci-dessous, une seule est la représentation graphique de la fonction f :
laquelle? Justifier la réponse.

Courbe 1 Courbe 2

[e<)

[e<)
~.
~

)
/

/
7

Ny
T
7

[\S]
/

[
N
'\\\
{
N

EXERCICE 11

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative € d'une fonction f définie et dérivable sur
R.

y |¢.
J

e
[«2)

7]

'y

—
w

L~

w
/
[
\\

'y

On note f’la dérivée de la fonction f et f” la dérivée seconde de la fonction f.
A partir du graphique, déterminer dans chacun des cas, lequel des trois symboles <, = ou > est approprié :
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f(=6)---0 f(=6)---0 fE=D- fB3) f=D-f'3)
=6 f'(=1) =30 f'@---0 fE=Df13)
f”(—G)“‘f”(_l) f//(_3)___0 fll(z)___o f”(—l)“‘f,/(l)

EXERCICE 12

Soit P(t) la population d'une ville ou1 £ est en années et P(t) est en milliers d’habitants.
Que signifient les énoncés suivants en ce qui concerne les signes de la dérivée et de la dérivée seconde?

1.

«La population a augmenté de moins en moins vite ».

2. «La population est restée stable les trois premiéres années ».
3.
4

. «La population a augmenté au méme taux ».

«La population diminue plus rapidement ».

EXERCICE 13

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R. On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.
La courbe représentative de la fonction dérivée notée € est donnée ci dessous.
La droite T est tangente a la courbe €y au point d’abscisse 0.

1.

T ]
/0 2y
D
\\\\
-3 2 -1 0 9 X

Par lecture graphique :
a) Résoudre f'(x)=0.
b) Résoudre f”(x) =0.
c) Déterminer f”(0).

Une des quatre courbes 61, 6>, 65 et 6, ci-dessous est la courbe représentative de la fonction f et une
autre la courbe représentative de la dérivée seconde f”.

Y Y
3 c{1 / N
S | /

: _— sl 2| NJo ] p x
\ | 7 / N\
\ ba / AN
\\ / I 21N

T~
s\ 2 [ A o ; x . T
74 -J V4
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I
a) Déterminer la courbe qui représente f et celle qui représente la dérivée seconde f”.
b) Déterminer les intervalles sur lesquels f est convexe ou concave.

¢) La courbe représentative de la fonction f admet-elle un point d’inflexion?

EXERCICE 14

Le tableau ci-dessous représente |'évolution du taux d’endettement des ménages, en pourcentage du revenu
disponible brut, en France de 2001 & 2010.

Année 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

Rang de 'année x; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

;?ux dendettement | o, » | 532 | 556 | 586 | 634 | 674 | 709 | 735 | 757 | 789
1

Source : INSEE

Une estimation de I’évolution du taux d’endettement des ménages est modélisée par la fonction f définie

sur l'intervalle [0;11] par:
f(x) =-0,04x> +0,68x* — 0,06x + 51,4

ol x est le nombre d’années écoulées depuis 2000.

y

80 i

A

75 _—

70 g

65

60 g

50

1. a) Calculer la valeur estimée du taux d’endettement des ménages en 2009.

b) Calculer le pourcentage d’erreur par rapport au taux réel d’endettement des ménages en 2009.
2. a) Calculer f'(x) et f"(x).

b) Déterminer les intervalles sur lesquels f est convexe ou concave.

c) Lacourbe € r a-t-elle un point d’inflexion ?
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3. Le rythme de croissance instantané du taux d’endettement est assimilé a la dérivée de la fonction f.
Au cours de quelle année, le rythme de croissance du taux d’endettement a-t-il commencé a diminuer?

EXERCICE 15
2x%+x-1

Soit f la fonction définie pour tout réel x appartenant a I'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = e

On note 6 sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére.
1. Déterminer les coordonnées des points d’intersection éventuels de la courbe 67 avec I'axe des abscisses.

2. Onnote f'la dérivée de la fonction f.

X
a) Montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle ]0; +ool, f'(x) = —
X
b) Donner le tableau des variations de la fonction f.
3. a) Ftudier la convexité de la fonction f.

b) La courbe représentative de la fonction f a-t-elle un point d’inflexion?

1
4. Montrer que I'équation f'(x) = > admet une solution unique « dans l'intervalle [1;2].

AVlaide de la calculatrice, donner la valeur arrondie 4 1072 pres, de a.

EXERCICE 16

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = —x> +16,5x> —30x + 110.
On note f’la dérivée de la fonction f et f la dérivée seconde.

1. a) Déterminer f’(x).
b) Etudier les variations de la fonction f.
2. a) Déterminer f"(x).

b) Etudier la convexité de la fonction f.

PARTIE B

La fonction f, définie dans la partie A, modélise sur I'intervalle [0; 12], le cours d'une action sur une année.
x est le temps écoulé exprimé en mois et f(x) est le cours de I’action en euros.

1. Sur un an, quel a été le cours le plus bas de cette action? le cours le plus haut?

2. A quel moment la croissance du cours de cette action s’est-elle ralentie?

EXERCICE 17
PARTIE A

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = x> —7,5x?+20x+8. On note € r sa courbe représentative
dans le plan.

1. Etudier les variations de la fonction f.
2. a) Ftudier la convexité de la fonction f.

b) La courbe € r a-t-elle un point d’inflexion? Si oui, déterminer ses coordonnées?

PARTIE B

La fonction f modélise sur I'intervalle ]0;6,5] le cofit total de production exprimé en milliers d’euros, ot x
désigne le nombre de milliers d’articles fabriqués par une entreprise.
La courbe représentative de la fonction cofit total, sur I'intervalle ]0;6,5], est donnée ci-dessous :
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Le prix de vente d’un article est fixé a 13,25 €. On suppose que toute la production est vendue.

1. Déterminer graphiquement, avec la précision permise par le graphique :
a) l'intervalle dans lequel doit se situer la production x pour que I'entreprise réalise un bénéfice positif;
b) la production xy pour laquelle le bénéfice est maximal.
2. On considere la fonction B définie sur I'intervalle ]0 ; 6,5] par B(x) = 13,25x — f(x).
a) Ftudier les variations de la fonction B sur ]0 ; 6,5].
b) En déduire le nombre d’articles qu’il faut fabriquer et vendre pour obtenir un bénéfice maximal. Quel
est le montant en euro, de ce bénéfice maximal?
3. Le colt marginal de fabrication pour une production de x milliers d’articles est donné par f’(x) ou f’ est
la dérivée de la fonction f.
Vérifier que si le bénéfice est maximal alors le colit marginal est égal au prix de vente d’'un article.
PARTIE C

Le cotit moyen de production C mesure le cofit en euro par article produit.

On considere la fonction C définie sur l'intervalle ]0;6,5] par C(x) =

1.

3.

£
&)

Soit A le point d’abscisse a de la courbe €.
a) Montrer que le coefficient directeur de la droite (OA) est égal au cotit moyen C(a)

b) Conjecturer graphiquement, les variations de la fonction C

. On désigne par C’ la dérivée de la fonction C.

(x—4)(2x*+0,5x+2)
x2 )
b) Etudiez les variations de la fonction C.

a) Montrer C'(x) =

¢) En déduire le prix de vente minimal, arrondi a 'euro pres, d'un article pour que 'entreprise ne
travaille pas a perte?

Justifier que lorsque le coit moyen est minimal, alors le cotit moyen est égal au cotit marginal.
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CONSTRUCTION EXPERIMENTALE DE LA FONCTION f X qx , AVEC g >0

Soit g > 0 un réel strictement positif. (u,) est la suite géométrique définie pour tout entier n par u, = g".
(uy) est une suite géométrique de raison g et de premier terme 1. Pour tous entiers naturels m et p,on a:

m m+
Um X Up=( xq’=q p:um+p

On considere le nuage de points M; représentatif de la suite g”.
ETAPE 1 : prolongement sur les négatifs.

y
Sachant que pour tout réel g > 0
! p ql n q6 77777777777777777777 —0 Mg
et pour tout entier n, g " =[—| , }
on compléte le graphique a I'aide }
de la suite géométrique de premier B 0 M ;
terme 1 et de raison —. ; }
q
On définit ainsi, une fonction f S oM | |
telle que pour tout entier relatif n, } } }
fimy=q". o oM | ! !
. . !
Pour tous entiers relatifs m et p, | | ‘ ‘
qZ ,,,,,,, Q My ‘ ‘ | |
! !
1 1 | | |
fFm)xf(p)=q"xq" = g™ = f(m+p) o T
] 1 ! ! | |
. A R M \
o !
0—— QT ‘*,iipii: qa lqz | | | } }
I | | I I . H
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 X

ETAPE 2 : prolongement par dichotomie.

RAPPEL

Trois réels a, b et ¢ sont, dans cet ordre trois termes consécutifs d'une suite géométrique si, et seulement
si, b est la moyenne géométrique de a et ¢ (cC'est a dire: b = /ac)

— Points d’abscisses n+0,5 avec n €7

. N n+(n+1) . o g
Au point d’abscisse n + 0,5 = —, — ©n associe la moyenne géométrique des deux termes

consécutifs :

f(n+0,5) =\/f(n) x f(n+1)= \/q”x q"!

y
Al -0
|
|
q55— @Pxgd .
! |
|
5 |
P=atxgb o Qo
| ! |
LI I
4 [
L Q b
. I | | |
! ol
O | | | |
. | Lo
e} I | : |
. ‘ | | |
o) } [
0_ ° [
. Oq 71 } | : |
ot ] -25_ [ 3, 2 o
o « O ° q VaSxq | o
4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 X

Pour tout entier relatif n :

F(+05)=1\/q"x g1 = g% = q" x q° = f(n) x £(0,5)
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— On obtient de nouveaux points en réitérant ce processus :
n+(m+05) 2n+0,5

2 2

F(n+0,25) = \/q" x qm05 = g5 = " x %5 = f(n) x £(0,25)

(n+05)+(n+1) _2n+1,5
5 =

f(n+075) = \[qn05x qn+1 = g5 = g x ¢ = f(n) x f(0,75)

Plus généralement soient A (a; %) et B (b; q”) deux points de la courbe € représentative de la fonction

, on associe on associe le réel :

Au point d’abscisse n +0,25 =

on associe on associe le réel :

Au point d’abscisse n+0,75 =

2

+b
f, ce processus permet d’obtenir le point M a i/ g2 % qb) appartenant a la courbe €.

La fonction f vérifie la relation f(x+ y) = f(x) x f(3).

DES FONCTIONS « TRANSFORMANT LES SOMMES EN PRODUITS »
Soit f une fonction continue vérifiant pour tous réels x et y :
{ FX)#0
fx+y)=f)xfy)
- , X X )
1. En écrivant que pour tout réel x, f(x) = f (E + 5), montrer que pour tout réel x, f(x) > 0.
2. Enremarquant que pour tout réel x, f(x+0) = f(x), en déduire la valeur de f(0).

1
3. Démontrer que pour tout réel x, f(—x) = m
4. Onpose f(1) =gq.

a) Calculer f(2) f(3) et f(0,5).

b) Calculer f(-1) et f(-2).

5. Démontrer que la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = f(n) est une suite géométrique.
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I FONCTIONS EXPONENTIELLES DE BASE ¢
1 FONCTIONS EXPONENTIELLES X — qx , AVEC g >0

Soit ¢ un nombre strictement positif. La suite (u,) définie pour tout entier n par u, = g" est une suite
géométrique de raison g.
La fonction exponentielle de base g est le prolongement de cette suite géométrique.

DEFINITION

Soit g un réel strictement positif
La fonction f définie pour tout réel x par f(x) = g* s’appelle la fonction exponentielle de base g.
On admet que cette fonction est dérivable sur RR.

EXEMPLE

La fonction f définie pour tout réel x par f(x) = 0,8* est la fonction exponentielle de base 0,8.
Une valeur approchée de I'image de —5,3 est obtenue a la calculatrice en tapant la séquence : 0.8 A (- 5.3 ).

RELATION FONCTIONNELLE

La fonction exponentielle f de base g > 0 transforme les sommes en produits. Pour tous réels x et y :

Jx+y)=fx)xf(y)

Autrement dit, pour tous réels x et y : g**V = g* x g7

CONSEQUENCES
. 1 y_a
— |Pour tousréelsxety, g = —etq"V=—.
q q”
1
Eneffet, g* ¥ =q*x g *soit 1=g*x g *donc qg* #0et g~ * = %
qx
Deplus, g* V=g "N =qg*x g7V = -
q

— | Pour tout réel x, g* > 0. ‘

X X X X X 2
Eneffet, g2*2 = g2 x g2 soit g* = (qi) avec q* #0.

— | Pour tout réel x, q'iv = /4%, et en particulier ¢°° = /G

X

2
En effet, g* = (qi) etg*>0.

— | Pour tout réel x et tout entier relatif m, (g%)™ = g™*

Propriété usuelle des exposants entiers relatifs.

. 1 . N
— | Pour tout entier naturel n > 0, g est «laracine n-ieme» de g

1 1 1\
Pour tout entier naturel 7 >0, comme — x n =1, alors g estle nombre tel que (q 2) =q
n
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EXEMPLE

Une entreprise s’est fixé comme objectif de réduire de 30 % ses émissions de gaz a effet de serre d’ici quinze
ans.
Soit t % le pourcentage d’évolution annuel moyen des émissions de gaz a effet de serre. On a:

r\° t .
1+—) =07 < 1+—=0,755
100 100
t 1
— —=0,75-1
100
t
Soit —— = -0,0235
100

Pour atteindre son objectif, cette entreprise doit réduire chaque année, ses émissions de gaz a effet de serre
d’environ 2,35 % .

2 SENS DE VARIATION

En continuité avec les suites numériques, on admet que le sens de variation de la fonction exponentielle de
base g avec g > 0 est le méme que celui de la suite géométrique associée :

— Si0 < g<1,lafonction x — g* est strictement décroissante sur R.
— Si g =1, lafonction x — g* est constante sur R.

— Si g>1,lafonction x — g* est strictement croissante sur R.

CONSEQUENCE

Si g >0 et q #1, alors pour tous nombres réels a et b: g% = q” si, et seulement si, a = b.

3 PROPRIETES

0<g<l qg>1
La fonction exponentielle de base g est La fonction exponentielle de base g est
strictement décroissante sur RR. strictement croissante sur RR.
: - : _ lim g*=0et lim g“=+
XEIPOO qx =tooet xl—l>rPoo qx =0 x—»—ooq X—+00 q o
y y
q - —
!
|
q - | / |
! ;
0 1 x 0 1 x
La fonction fonction exponentielle de base g est convexe sur R
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I LA FONCTION EXPONENTIELLE

On admet que parmi toutes les fonctions exponentielles
de base ¢ il existe une seule fonction dont le nombre
dérivé en 0 soit égal a 1.

Autrement dit, il existe une seule valeur du réel g
telle que la tangente au point A(0;1) de la courbe
représentative de la fonction x — g* a pour coefficient
directeur 1.

1
Cette valeur particuliere du réel g est notée e.
Le nombre e est un irrationnel une valeur approchée est :
e~2,71828. 3 -2/1 3 X
-1+

1 DEFINITION

y=x+1

La fonction x— e* s’appelle la fonction exponentielle de base e ou plus simplement exponentielle.
On la note exp
exp: x— e

CONSEQUENCES

— Lafonction exponentielle est définie pour tout réel x par exp(x) = e*
1

— exp(0)=e® =1, exp(l) =el =¢, exp(-1)=e ==, exp(0,5) =e%° = /e
e

— La fonction exponentielle est strictement positive sur R : pour tout nombre réel x, e* > 0

— Lafonction exponentielle est dérivable sur R et son nombre dérivé en 0 est 1 : exp’(0) = 1

— Pour tous réels x et y, et pour tout entier relatif m

eXty = ¥ x e, e ¥=_—_ ety = (ex)m — e/Mmx

2 DERIVEE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

La dérivée de la fonction exponentielle est la fonction exponentielle. Pour tout nombre réel x,

exp’(x) =e*

3% DEMONSTRATION

Pour tout réel x et pour tout réel i # 0,

exp(x + h) —exp(x) eth _eX ¥ xeh_eX o el -1
= = = X
h h h h
Or exp’(0) = 1 signifie que lim M =1 soit lim e -1 =1
pi=1st d h—0 h B h—0 h ; )
exp(x+ h) —exp(x e’-1
Donc pour tout réel x, }liII(l) P i)z p(¥) = llainéex X =e*
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3 VARIATION

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R

# DEMONSTRATION

La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa dérivée.
Or pour tout réel x, e* > 0. On en déduit que la fonction exponentielle est strictement croissante sur RR.

CONSEQUENCES

— Pourtoutréel x<0,0<e*<1
— Pourtoutréel x=0,e*=1

— Pourtousréels xet y,e¥=¢¥ < x=yete*<e) < x<y

EXEMPLES

1-3x 2x—-3

1. Résoudre dans R I'inéquation e <e

2
el <P = 1-3x<2x43 = -5x<2 x>—g

D’ou1 'ensemble solution S =

2
—=;+00
5

. - . 2_
2. Résoudre dans R I'inéquation e "1 > 1
x2—1

2_
e >1 = e’ 12 = ¥*-1=0

D’ol1 ’ensemble solution S = ]—o0; —1] U [1; +o0[

4 COURBE REPRESENTATIVE

CONVEXITE

La fonction exponentielle est convexe sur R

3% DEMONSTRATION

La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa dérivée.
Par conséquent, la dérivée seconde est exp” (x) = e* donc exp” (x) > 0.

LIMITES

lim e*=0et lim e*=+oc0
X——00 X—+00

e>1lalors lim e"” =+oo. Par prolongement, lim e* = +oo.
n—+00 s
1

n n
e"=—= (—) d’'ou lim e" = lim (—) =0. Par prolongement, lim e*=0.
el e n—-—oo n—+oo\ e X——00
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PROPRIETES

1. Equation de la tangente au point d’abscisse 0: y = x + 1

2. Equation de la tangente au point d’abscisse 1 : y = exp/(1) x (x —1) + exp(1) Soit y =ex

3. Lacourbe représentative de la fonction exponentielle est située au dessus de la droite A d’équation y = x.
( cf. exercice n° 7)

y Gexp

___

|
|
" | . . .
-3 2 /1 1 2 3 4 X

Il EXPONENTIELLE D’UNE FONCTION : exp(u)

On consideére une fonction u définie sur un intervalle 1.

La composée de la fonction u suivie de la fonction exponentielle est la fonction f notée f =e".

EXEMPLES

— Lafonction f définie pour tout réel x par f(x) = e>5*73 est la composée de la fonction affine u définie
sur R par u(x) = 0,5x — 3 suivie de la fonction exponentielle, f = e*.

— Lafonction g définie pour tout réel x par g(x) = 0,5e* —3 est la composée la fonction exponentielle suivie
de la fonction affine u définie sur R par u(x) =0,5x -3

1 DERIVEE

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. La fonction e¥ est dérivable sur I et

(e) =e“xu

EXEMPLES

1. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) =e™*.

Pour tout réel x, on pose u(x) = —x. u est dérivable sur R et u/(x) = —1.
Donc f est dérivable sur R et f/(x) = —e™*.

2. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = e05x° ~2x+1,

Pour tout réel x, posons u(x) = 0,5x% —2x + 1. u est dérivable sur R et u/(x) = x — 2.

Donc f est dérivable sur R et f'(x) = (x —2) g0/5x =2x+1
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2 VARIATION

Les fonctions u et e¥ ont les mémes variations sur tout intervalle I ou u est définie.

# DEMONSTRATION
Soient a < b deux réels de l'intervalle I

— Si u est décroissante sur I alors u(b) < u(a)
Or la fonction exponentielle est strictement croissante donc si u(b) < u(a) alors e“®) < e#(@
Par conséquent, si u est décroissante sur I alors la fonction e" est décroissante sur I.

— Si u est croissante sur I alors u(a) < u(b)
De la stricte croissance de la fonction exponentielle on en déduit que si u(a) < u(b) alors el@ < gu(b)

Donc si u est croissante sur I alors la fonction e¥ est croissante sur 1.

REMARQUE
Si u est dérivable sur I, alors la fonction f = e est dérivable sur I et pour tout réel x € I, f'(x) = u'(x) et
Or pour tout réel x € I, e“™ >0 donc f’(x) est du méme signe que ' (x).
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EXERCICE 1
1. Calculer
2\6 -1,6
1 ; : 0,25%7 x 0,252 0.23) <027
A:8§, B:4Z) C:27§; = F=——-
0,2514 0,234
2. Simplifier les expressions suivantes :
22x—3 % 0 5x+2 (5x+1 _ 0’2—.76)2 4x+0,5 + (2X)2
F)=(1+49"-(1-4 G0 == HW="——F7— [W0=—g53—
EXERCICE 2
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 4* —0,25%.
1. Calculer f(-0,5), f(0,5), f(-1), f(1), f(=2) et f(2).
Quelle conjecture peut-on faire?
2. Montrer que pour tout réel x, f(—x) = — f(x)
EXERCICE 3
On a tracé ci-dessous, les courbes représentatives de trois fonctions f, g et h définies sur R.
s y y A y G
\ 5 5 5 /
\ / /
\ 4 4 4 /
/
3 3 / 3 /
\ / /
\\ 9 9 9
h t e
~
T— _—_____—/
B8l 2 -0 1 | 3 x B3l |- jo0 1 | 2 |X 812 -0 1 | 2 |X

1. Une seule de ces trois fonctions est une fonction exponentielle de base g. Laquelle est-ce?

2. Quelle estla valeur du réel g ?

EXERCICE 4

1. En raison de I'évaporation, un bassin contenant 95 m3 d’eau perd chaque semaine 3 % de son volume
d’eau.
Modéliser I'évolution du volume d’eau contenue dans le bassin a I'aide d'une fonction f de la forme

f@=kxqg"

Préciser les valeurs de k et de g, et donner le sens de variation de la fonction f.

2. En trois mois, le cours d'une action a augmenté de 12%.
Calculer le taux d’évolution mensuel moyen du cours de cette action pendant les trois mois. (Donner le
résultat arrondi a 0,01 % pres)

3. Le 4 janvier 2010, le cours du lingotin d’or de 500 g était de 12400 €, contre 20 150 € le 4 ao(it 2016.
Calculer le pourcentage annuel moyen d’évolution du cours du lingotin d’or entre ces deux dates.
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EXERCICE 5

Simplifier les écritures suivantes :

9 2 9 1 er+1
A=(e")" - ; B=(e"+e ™) —(e"—e™)%; C=e*|e**——|; D=——;
—2x X 1-x
e e e
EXERCICE 6
Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :
2 3x+5
1 evtl=] S 2 2 | 3. 2e**—e"-1=0
e3—2x
2
4 etse 5. e?*<e® 6. e>e* <1
EXERCICE 7

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =e* —x.
1. Déterminer f'(x).
2. Etudier les variations de f, en déduire que f admet un minimum.

3. Justifier que pour toutréel xona:e* > x.

EXERCICE 8

Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de la fonction f

e’ +1

1. f est définie sur ]0; +oo[ par f(x) =
2. f est définie sur R par f(x) = 2x—1)e*

PP 1
3. f estdéfinie sur R par f(x) =e* pps

EXERCICE 9

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

X

TeES 4
Te ES-L

(ex+2)2

er—l )

On a tracé ci-dessous, la courbe €'+ représentant la fonction f et les droites 2; et 2, d’équations respectives

y=-2ety=2

y
ks @2

\\ =

AN 1
-4 -3 -2 -1 |0 y 4 | X

1 N
. ~—_ i
D

1. Etudier les positions relatives de la courbe € r avec les droites ) et 2.
2. Etudier les variations de la fonction f.

3. Ftudier la convexité de la fonction f.
4

. La courbe 6 admet-elle un point d’inflexion?
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EXERCICE 10
On a tracé ci-dessous, la courbe €y représentative d'une fonction f définie et dérivable sur RR.

1
La droite d est la tangente a la courbe 6 au point A d’abscisse (— 5)

y

d
=3 /
A N\
P 2 \
rd “ \\
L
——-‘"’7
-4 -3 -2 -1 0 | . X

1. Parmi les trois courbes données ci-dessous, une seule est la représentation graphique de la dérivée de la
fonction f :laquelle? Justifier la réponse.

Yy Yy Yy

I ) x O S S e I ) x O S S I ) x

N A N N

|
L

) \ )
\ s s \

2. Lafonction f est définie pour tout réel x, par f(x) = (3—2x)e”.

3
3

a) On note f’ la dérivée de la fonction f. Déterminer f’(x).

b) Etudier les variations de la fonction f.

3. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe € au point d’abscisse 0.

EXERCICE 11

5
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x2 - 5x+ 1) e*. Sa courbe représentative notée 6 est donnée

ci-dessous.
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1. Onnote f'la fonction dérivée de la fonction f.
a) Calculer f'(x).
b) Etudier le signe de f'(x) selon les valeurs de x.

c) Dresser le tableau de variations de f.

2. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe € au point d’abscisse 0.
Tracer la droite T sur le graphique précédent.

3. Montrer que I'équation f(x) = 40 admet une solution unique a dans l'intervalle [2;3].

AVlaide de la calculatrice, déterminer la valeur arrondie & 1072 pres de a.

EXERCICE 12
1
Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) =e*+—.
e
1. Onnote f’la dérivée de la fonction f.

a) Calculer f'(x).
b) Donner le tableau de variations de f.
¢) En déduire que pour tout réel x, e* +e™* = 2.

2. Onnote f" la dérivée seconde de la fonction f.

a) Montrer que pour tout réel x, "' (x) = f(x).

b) FEtudier la convexité de la fonction f.

EXERCICE 13

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f est définie sur R par f(x) = e’ —(e")?

x2

. e
2. f estdéfinie sur R par f(x) = e
3. f estdéfinie sur R par f(x) = e x X —2x+1
4. f est définie sur R par f(x) = (g - 1) e~ 0.5x
EXERCICE 14
. . P ) —-2x
Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = .

On note f'la fonction dérivée de la fonction f et f” la dérivée seconde de la fonction f.
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1. a) Montrer que pour tout nombre réel x, on a: f’'(x) = 2x—5) x e,
b) Etudier les variations de la fonction f.

2. Montrer que I'équation f(x) =5 admet une unique solution a dans 'intervalle [—1;0].
Donner la valeur arrondie 4 1072 pres de a.

3. Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse
0.

4. a) Etudier la convexité de la fonction f.

b) La courbe représentative de la fonction f a-t-elle un point d’inflexion? Si oui, donner ses
coordonnées.

EXERCICE 15 (D’apres sujet bac Nouvelle Calédonie 2010)

1. Dans cette question aucune justification n'est demandée, tous les tracés demandés seront effectués sur
le repeére orthonormal fourni en annexe qui sera rendu avec la copie.

On souhaite tracer la courbe représentative € d'une fonction f satisfaisant les conditions suivantes :
— Lafonction f est définie et dérivable sur I'intervalle [0; 6].
— Le maximum de la fonction f est 5, il est atteint pour x = 0.
— Le minimum de la fonction f est 1.
— Lafonction f est dérivable sur 'intervalle [0 ; 6].
On note [’ la fonction dérivée de f et on sait que f’(0) = -3, f(6) =3 et f'(6) = 2.

— Le signe de la fonction dérivée f’ de f est donné par le tableau suivant :

X 0 4 6

signe de f’(x) - 0 +

a) Donner le tableau de variations de la fonction f. On fera figurer dans le tableau les images par f de 0,
de 4 et de 6.

b) Donner I'équation de la tangente a la courbe % au point d’abscisse 6.

¢) Tracer dans le repere fourni en annexe la courbe représentative d'une fonction satisfaisant toutes les
conditions ci-dessus.
On placera les points d’abscisses 0, 4, 6 et on tracera les tangentes a la courbe en ces points.

y

<]

€]

'y

w

[
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2. Dans cette question toute réponse doit étre justifiée.
On considere la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; 6] par g(x) = el
a) Déterminer le sens de variation de la fonction g sur I'intervalle [0 ; 6].
Donner le tableau de variation de la fonction g. On précisera les valeurs de g(0), g(4) et g(6).

b) Déterminer g’(0).

EXERCICE 16
PARTIE A

Une entreprise fabrique un nouvel article. Le colit moyen de fabrication de chaque article est de 15 euros.
Lentreprise envisage de vendre chaque article entre 20 euros et 45 euros.

Avant la commercialisation l'entreprise effectue une étude de marché afin de déterminer la quantité
demandée en fonction du prix de vente.

Létude a permis d’établir que, si chaque article est vendu au prix de x euros, la quantité d’articles demandés
f(x), en milliers d'unités, s’exprime par :

f(x) = (20x —200) e~ 1*,

La fonction de demande f est définie sur I'intervalle [20;45]. La représentation graphique €+ de la fonction
f est donnée ci-dessous dans le plan muni d'un repére orthogonal.

y
28
26
\\\
24 \

22 ‘\
20 \

18

16

14 \\
AN
12 \\
N

10 AN

8 N6

6

4

2

0

20 25 30 35 40 45 x
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1. Sil’entreprise propose un prix de vente de 40 euros :
a) calculer le nombre d’articles demandés arrondi a la centaine d’articles pres.
b) Estimer alors le bénéfice réalisé.

2. a) Onnote f’la dérivée de la fonction f.
Montrer que pour tout réel x de I'intervalle [20;45], f(x) = (40 —2x) e~ 1%,

b) FEtudier les variations de la fonction f sur I'intervalle [20;45].
3. a) Montrer que I'équation f(x) =11 posséde une unique solution a sur 'intervalle [20;45].

b) En déduire I'intervalle dans lequel doit se situer le prix de vente d'un article pour que la quantité
demandée soit supérieure ou égale a 11 000 unités.

4. Un logiciel de calcul formel donne le résultat suivant :

1 | Dériver [(40-2x)-exp(—0.1x)]

(g —6) -exp(—0.1x)

Utiliser ce résultat pour déterminer, en justifiant, 'intervalle sur lequel la fonction f est convexe.

PARTIE B

On appelle fonction d’offre la fonction g, définie sur I'intervalle [20;45], par : g(x) = x —18.
Le nombre g(x) est le nombre de milliers d’articles que I'entreprise est préte a produire pour un prix de
vente unitaire de x euros.

1. Tracer sur le graphique précédent la représentation graphique de la fonction g.
2. On appelle prix d’équilibre le prix unitaire x d'un article pour lequel I'offre est égale a la demande.
a) Déterminer graphiquement le prix d’équilibre.

b) En déduire une valeur approchée au millier pres, du nombre d’articles que I’entreprise peut espérer
vendre au prix d’équilibre.

c) Estimer alors le bénéfice réalisé.

EXERCICE 17

Soit f la fonction définie pour tout réel x de I'intervalle [0; +oo[ par f(x) = x — e =05
1. Onnote f’la dérivée de la fonction f. Calculer f’(x).

2. Etudier les variations de la fonction f.

3. a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.

b) On considere I'algorithme suivant :

a0
b—1
Tantque b—a > 1073
a+b
m «—

Si f(a) x f(m) <0 alors
b—m
Sinon
a—m
Fin si
Fin Tant que

A la fin de 'exécution de I'algorithme les valeurs des variables a et b sont a = 0,7529 et b = 0,7539.
Que signifie ce résultat?
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4. Etudier la convexité de la fonction f.

5. Déterminer les coordonnées des points d’inflexion de la courbe représentative de la fonction f.

EXERCICE 18 (D'apres sujet bac Antilles Guyane septembre 2017)

PARTIE A
0,2x+1

On considere la fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [1;25] par f(x) = 10—

Un logiciel de calcul formel fournit les résultats suivants que 'on pourra utiliser :

f(x):10—e"(0.2x+1)/x

3 exp(0.2x+1)
X

x—10

factoriser(deriver(f(x))

exp(0.2x+1) * (1 -0.2x)
X2

factoriser (deriver(deriver(f(x))))

exp(0.2x + 1) * (—x% + 10x — 50)
25x3

1. Retrouver par le calcul I'expression factorisée de f'(x) ou f’ est la fonction dérivée de f.

2. Etudier le signe de f’ sur I'intervalle [1;25] et dresser le tableau de variation de f sur l'intervalle [1;25].
On arrondira les valeurs au millieéme.

3. Onys’intéresse a I'équation f(x) =0.
a) Montrer que I'équation f(x) = 0 n'admet pas de solution sur I'intervalle [1;5].
b) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur l'intervalle [5;25].
¢) Déterminer un encadrement d’amplitude 1072 de la solution a.

d) En utilisant un des résultats donnés par le logiciel de calcul formel, justifier que la fonction f est
concave sur 'intervalle [1;25].

PARTIE B

Une société agro-alimentaire fabrique des aliments pour bétail. On s'intéresse au bénéfice réalisé, en millier
d’euros, correspondant a la production d’'une quantité de x dizaines de tonnes d’aliments.

On admet que ce bénéfice peut étre modélisé par la fonction f étudiée dans la partie A ci-dessus.

La production minimale est de 10 tonnes, ainsi x = 1.

Les réponses aux questions suivantes seront justifiées grdce a la partie A.

1. Quel est le montant en euro du bénéfice maximal que peut dégager la société?
Pour quelle quantité d’aliments ce bénéfice maximal est-il obtenu?

2. Déterminer, a la tonne pres, la quantité maximale d’aliments qu'il faut fabriquer pour que la société
réalise un bénéfice.

EXERCICE 19 (D'apres sujet bac Polynésie 2017)

Soit f une fonction définie sur I'intervalle [0;5] par f(x) = (ax—2)e™*, olt a est un nombre réel.

On admet dans tout I'exercice que la fonction f est deux fois dérivable sur I'intervalle [0;5].
La courbe représentative € de la fonction f est donnée ci-dessous dans un repére d’origine O.
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Les courbes € et & passent toutes les deux par le point A(0; —2).
La droite 2 est tangente a la courbe % au point A et admet pour équation y = 10x —2.
On rappelle que f’ désigne la fonction dérivée de la fonction f.

1.
2.

Donner, a I'aide des informations ci-dessus et sans justifier les valeurs de f(0) et de f(0).

a) Montrer que pour tout réel x de I'intervalle [0;5] ona:

f(x)=(—ax+a+2)e”

b) Déduire des questions précédentes que a = 8.

c) Donner I'expression de f’(x).

. a) Préciser le signe de f’(x) sur I'intervalle [0;5]. On pourra faire un tableau.

b) En déduire le tableau des variations de la fonction f sur ce méme intervalle.

¢) Résoudre sur l'intervalle [0;5] 'équation f(x) = 0.

ATaide d’'un logiciel de calcul formel, on a obtenu les résultats suivants :
1 g(x) :=(—8* x+10) * exp(—x)
—gx):=(-8x+10)e™*
, | Dériver [g(x),x]
— (8*x—18) *exp(—x)
5 | Résoudre [(8% x—18) x exp(—x) > 0,x]
—x>9/4

En utilisant ces résultats :

a) Donner I'expression de f”, fonction dérivée seconde de la fonction f.

b) Justifier que la courbe € admet un point d’inflexion dont on donnera la valeur exacte de I'abscisse.

. Une entreprise fabrique des grille-pains. Aprés avoir fait une étude, son directeur constate que si

I'entreprise fabrique chaque jour x milliers de grille-pains (o1 x est un nombre réel de I'intervalle [0;5]),
alors le bénéfice quotidien est donné, en centaine de milliers d’euros, par la fonction f définie par:

fx)=@Bx-2)e*
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a) Quelle quantité de grille-pains |'entreprise doit-elle fabriquer afin de réaliser un bénéfice maximal?

b) Quel est alors la valeur de ce bénéfice maximal?
On donnera une valeur approchée du résultat a I’euro preés.

EXERCICE 20 (D’apres sujet bac Pondichéry 2016)
La partie A peut étre traitée indépendamment des parties B et C.

Lentreprise BBE (Bio Bois Energie) fabrique et vend des granulés de bois pour alimenter des chaudieres et
des poéles chez des particuliers ou dans des collectivités.
L'entreprise produit entre 1 et 15 tonnes de granulés par jour.

— Les cofits de fabrication quotidiens sont modélisés par la fonction C définie sur I'intervalle [1;15] par :
C(x)=0,3x* —x+e **>

ol x désigne la quantité de granulés en tonnes et C(x) le cotit de fabrication quotidien correspondant
en centaines d’euros.

— Dans I'entreprise BBE le prix de vente d'une tonne de granulés de bois est de 300 euros.

La recette quotidienne de I'entreprise est donc donnée par la fonction R définie sur I'intervalle [1;15]
par:
R(x)=3x

ol x désigne la quantité de granulés en tonnes et R(x) la recette quotidienne correspondante en
centaines d’euros.

— On définit par D(x) le résultat net quotidien de I'entreprise en centaines d’euros, c’est-a-dire la
différence entre la recette R(x) et le cott C(x), ou x désigne la quantité de granulés en tonnes.

PARTIE A : Etude graphique

Sur le graphique situé en annexe, on donne € et A les représentations graphiques respectives des fonctions
C et R dans un repere d’origine O.

Dans cette partie A, répondre aux questions suivantes a I'aide du graphique, et avec la précision permise
par celui-ci. Aucune justification n’est demandée.

1. Déterminer la quantité de granulés en tonnes pour laquelle le coit quotidien de I'’entreprise est minimal.

2. a) Déterminer les valeurs C(6) et R(6) puis en déduire une estimation du résultat net quotidien en euros
dégagé par I'entreprise pour 6 tonnes de granulés fabriqués et vendus.

b) Déterminer les quantités possibles de granulés en tonnes que l'entreprise doit produire et vendre
quotidiennement pour dégager un résultat net positif, c’est-a-dire un bénéfice.
PARTIE B : Etude d’une fonction
On considere la fonction g définie sur l'intervalle [1;15] par :

x+5

gx)=-06x+4+e”
On admet que la fonction g est dérivable sur I'intervalle [1;15] et on note g’ sa fonction dérivée.

1. a) Calculer g’(x) pour tout réel x de I'intervalle [1;15].
b) En déduire que la fonction g est décroissante sur l'intervalle [1;15].

2. a) Dresser le tableau de variation de la fonction g sur I'intervalle [1;15], en précisant les valeurs g(1) et
g(15) arrondies a I'unité.
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b) Le tableau de variation permet d’affirmer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur
I'intervalle [1;15].

Donner une valeur approchée de a a 0,1 pres.

¢) Déduire des questions précédentes le tableau de signe de g(x) sur I'intervalle [1;15].

PARTIE C : Application économique
1. Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle [1;15], on a:
D(x) = —0,3x* +4x—e ">

2. On admet que la fonction D est dérivable sur I'intervalle [1;15] et on note D’ sa fonction dérivée.

Démontrer que pour tout réel x de I'intervalle [1;15], on a D'(x) = g(x), ou g est la fonction étudiée dans
la partie B.

3. En déduire les variations de la fonction D sur l'intervalle [1;15].

4. a) Pour quelle quantité de granulés |'entreprise va-t-elle rendre son bénéfice maximal?
On donnera une valeur approchée du résultat a 0,1 tonne pres.

b) Calculer alors le bénéfice maximal a I’euro pres.
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I PROBABILITES CONDITIONNELLES

La notion de probabilité conditionnelle intervient quand pendant le déroulement d'une expérience
aléatoire, une information est fournie modifiant ainsi la probabilité d'un évenement.

1 DEFINITION

Soient A et B deux événements d'un méme univers tel que p(A) # 0.
La probabilité conditionnelle de I'évenement B sachant que I'événement A est réalisé se note p4(B) et
ona:

p(ANB)
(B)=——
pa p(A)
Remarque:
ANB
Si p(B) # 0 on définit de méme pp(A) = %

EXEMPLE

Une usine produit des articles en grande quantité, dont certains sont défectueux a cause de deux défauts possibles,
un défaut de fabrication ou un défaut d’emballage.

Une étude statistique a permis de constater que 12% des articles sont défectueux, 6% des articles ont un défaut de
fabrication et 8% des articles ont un défaut d’emballage.

Un article choisi au hasard présente un défaut d’emballage. Quelle est la probabilité qu’il ait aussi un défaut de
fabrication?

Notons F I'évenement « un article prélevé au hasard présente un défaut de fabrication » et E I'événement :
«Un article prélevé au hasard présente un défaut d’emballage ».

— 12% des articles ont a un défaut de fabrication ou un défaut d’emballage d’ou p (FU E) = 0,12.

— 6% des articles ont un défaut de fabrication et 8% des articles ont un défaut d’emballage d’ot1 p(F) = 0,06
et p(E) = 0,08.

La probabilité qu'un article ait les deux défauts est :
p(FUE)=p(F)+p(E)-p(FNE) dou p(FnE)=0,08+0,06—0,12=0,02

La probabilité qu'un article ayant un défaut d’emballage ait aussi un défaut de fabrication est

FnE 0,02
= u =—_==0,25

P = e T 0,08

La probabilité qu'un article ayant un défaut d’emballage ait aussi un défaut de fabrication est égale a 0,25.

2 FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES
La relation définissant la probabilité conditionnelle peut s’écrire de la maniére suivante
p(ANB) =pa(B) x p(A)

Cette écriture s’appelle la formule des probabilités composées

Soient A et B deux événements d'un méme univers tels que p(A) #0 et p(B) # 0. Alors :

p(ANB) =pa(B) x p(A) = pp(A) x p(B)

EXEMPLE

85 % d’une population est vaccinée contre une maladie. On a constaté que 2% des individus vaccinés n'ont pas été
immunisés contre cette maladie.
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Quelle est la probabilité qu'un individu soit vacciné et malade ?

Soit V I'évenement : « Un individu est vacciné » et M 1'évenement : « Un individu est malade »;
Nous avons p(V) = 0,85 et py (M) =0,02.

La probabilité que parmi cette population, une personne soit vaccinée et malade est :

p(VnM)=0,02x0,85=0,017

Il FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

1 CAS DE DEUX EVENEMENTS

Si A est un événement de Q tel que p(A) #0 et p(A) # 1, alors pour tout événement B de Q

p(B) = p(ANB) + p(AnB) = pa(B) x p(A) + p3(B) x p(A)

Preuve:

Les événements AN B et AN B sont incompatibles et B = (AnB) U (Zﬂ B)

d’ou A
pB)=p(AnB)+p(AnB)

D’apres la formule des probabilités composées

|

p(B) = pa(B) x p(A) + pz(B) x p(A)

2 PARTITION

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et {4, Ay, ..., A} un ensemble d’événements de probabilités non
nulles d'un méme univers Q.

Ay, Ay, ..., A, forment une partition de 'univers Q si, et seulement si, tout évenement élémentaire de
Q appartient a 'un des évenements A; et a un seul. C’est a dire si, et seulement si,

1. Pour tousentiersi et jtelsquel<isn,1<j<neti#j, AinA;j=4J.
\\2.141U1Q2U'“LJAn3:§l

Remarques:

— Un événement A de probabilité non nulle et son événement contraire A forment une partition de Q.

— Siles évenements A;, Ay, ---, A, forment une partition de Q alors

Y pA)=pA)+pA) +-+p(Ay) =1
i=1

3 FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 si {A;, Ay, ..., A,} est une partition de Q alors pour tout évenement
Bde Q,
pB)=pA1nB)+p(A2nB)+---+p(A,NB)

EXEMPLE

Le parc informatique d'une entreprise est constitué d’ordinateurs de marques A, B ou C référencés au
service de maintenance. 60% des ordinateurs sont de la marque A et parmi ceux-ci, 15 % sont des portables.
30 % des ordinateurs sont de la marque B et 20 % d’entre eux sont des portables. Les autres ordinateurs sont
de la marque C et 50 % d’entre eux sont des portables.
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On consulte au hasard la fiche d'un ordinateur, quelle est la probabilité que ce soit la fiche d’'un ordinateur
portable?

Notons S I'événement : «la fiche est celle d'un ordinateur portable »

Les évenements A, B et C forment une partition de I'univers alors d’apres la formule des probabilités
totales :

pS)=pAnS)+pBnS)+plCnS)
=pa(S) x p(A) + pp(S) x p(S) + pc(S) x p(S)
=0,15x0,6+0,2x0,3+0,5%x0,1 =0,2

La probabilité que ce soit la fiche d'un ordinateur portable est 0,2.

Il REPRESENTATION SOUS FORME D’UN ARBRE PONDERE

Une expérience aléatoire peut étre schématisée par un arbre pondéré dont chaque branche est affecté d'un
poids qui est une probabilité.

pa® R
A

o PAR) R

p(B) P >
B

PB(S) S

() pcD T
C

P T

— Laracine de I'arbre est 'univers Q

— Les évenements qui se trouvent aux extremités des branches issues d'un méme nceud forment une
partition de I'événement situé a ce nceud.

Par exemple, {A,B,C} est une partition de I'univers Q et {S,S} est une partition de I'événement B.

— Un chemin complet qui conduit a un sommet final, représente 'intersection des évenements qui le
composent.

Par exemple, le chemin dont 'extrémité est R représente 'évenement AN R.

— Le poids d'une branche primaire est la probabilité de I'événement qui se trouve a son extrémité.

Le poids d'une branche secondaire est la probabilité conditionnelle de I'événement qui se trouve a son
extrémité sachant que I'événement qui se trouve a son origine est réalisé.

REGLES

— La somme des probabilités inscrites sur les branches issues d'un méme nceud est égale a 1.
— Laprobabilité d'un chemin est le produit des probabilités figurant sur ses branches.

— Laprobabilité d'un évenement est la somme des probabilités de tous les chemins menant a un sommet
ou apparait cet événement.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 63


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY ; . Te ES 4
Année 2017-2018 PROBABILITES DISCRETES Te ES-L

PROBABILITES CONDITIONNELLES PROBABILITES COMPOSEES PROBABILITES TOTALES

p(ANB)=pa(B)xp(A) ~_ _

pa®) B -
/ SO §
A N

p(B):p(AmB)er(ZmB)

p ~
,4(8):1\ — (AHE)— (B) x p(A) p
'04(6)) B P = P4 p \\\\ d
/ p(E):p(AﬂE)+p(ZﬂE)
7 S
LB, L T
~tr0p B p(AﬂB):pZ(B)xp(A) -

IV EVENEMENTS INDEPENDANTS

1 INDEPENDANCE DE DEUX EVENEMENTS

Dire que deux évenements événements A et B sont indépendants signifie que :

p(ANB) = p(A) x p(B)

Dire que deux événements sont indépendants signifie que la réalisation de I'un ne modifie pas la réalisation
de I'événement de l'autre.

2 PROPRIETE

Si p(A) #0 et p(B) #0 on a les équivalences :

Aet Bindépendants < pp(A) = p(A) © pa(B) = p(B)

Preuve:

Si p(A) #0, alors p (AN B) = p(A) x pa(B). Ainsi, A et B sont indépendants si, et seulement si,

p(A) x p(B) = p(A) x pa(B) < p(B) = pa(B)

3 LOI BINOMIALE

SCHEMA DE BERNOULLI

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ayant deux issues, 'une appelée « succes » de
probabilité p et 'autre appelée « échec » de probabilité g =1 - p.

La répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes s’appelle un schéma de Bernoulli.
EXEMPLE

On répete 3 fois une épreuve de Bernoulli successivement et de fagcon indépendante.
La probabilité du succes est p(S) = p, la probabilité de 'echecest p(S)=1-p=gq.
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ISSUES
S SSS

i
i
9]

i

9]
%]
%]
w»

nl
nl
0l

L'expérience comporte huit issues, chacune de ces issues pouvant étre schématisée a 'aide d’'un mot de
trois lettres :
;SSS;SS S}

%2]

{§5S5;555;55S;55S;SSS;SS
COEFFICIENTS BINOMIAUX

On répeéte successivement n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
n

k) le nombre de chemins réalisant k succes parmi n épreuves

On appelle coefficient binomial et on note (
de Bernoulli répétées.

Dans I'exemple précédent, ily a (2) = 3 chemins pour lesquels il y a deux succes

LOI BINOMIALE
/Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de succes obtenus dans un schéma de Bernoulli a n
épreuves ol la probabilité du succes de chaque épreuve est p.
La loi de probabilité de la variable aléatoire X est appelée loi binomiale de parameétres n et p.
Cette loi est notée % (n; p). Elle est définie par :

PX=k= (Z) pk(l — p)”_k, pour tout entier k telque0< k<n
- /

Remarque:

L'évenement « obtenir au moins un succes » est I’événement contraire de I'évéenement F « obtenir n échecs
consécutifs » d’ou

PX=1)=1-PX=0=1-1-p)"
EXEMPLE

La loi de probabilité de la loi binomiale % (4; p) de parametres 4 et p (avec g = 1 — p) est:

k 0 1 2 3 4

PX=k) q* 4xpxq’ 6 x p? x g? 4xpdxq p
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EXERCICE 1

Une maladie M affecte les bovins d’'un pays. On a mis au point un test pour détecter cette maladie. On
estime que :

— 13,5% des bovins d'un troupeau sont malades et ont réagi au test;
— 1,5% des bovins du troupeau sont malades et n’ont pas réagi au test;
— 84,8 % des bétes n'ont pas réagi au test.

On prend un animal de ce troupeau au hasard.

1. Calculer la probabilité que I'animal ne soit pas malade sachant que le test est négatif.

2. Calculer la probabilité que le test soit négatif sachant que I'animal n’est pas malade.

EXERCICE 2

Une maladie M affecte les bovins d’'un pays. On a mis au point un test pour détecter cette maladie. On
estime que :

— 12 % des bovins ont la maladie M;;

— Quand un bovin est malade, le test est positif dans 95 % des cas;
— 98 % des bétes saines ne réagissent pas au test.

On prend un animal de ce troupeau au hasard.

1. Quelle est la probabilité pour un animal d’étre malade et de réagir au test?

2. On prend un animal au hasard et on lui fait passer le test quelle est la probabilité pour que le test soit
positif?

3. Onveut déterminer la fiabilité de ce test. Calculer la probabilité :
a) pour un animal d’étre malade si il réagit au test;

b) pour un animal d’étre sain si il ne réagit pas au test.

EXERCICE 3

Une maladie M affecte les bovins d’'un pays. On a mis au point un test pour détecter cette maladie. On
estime que :

— 20% des bovins d'un troupeau sont malades;

— 20,6 % des bovins du troupeau ont eu un test positif;

— 1% des bovins du troupeau sont malades et n’'ont pas réagi au test.

On prend un animal de ce troupeau au hasard.

1. Calculer la probabilité que le test soit négatif sachant que I'animal n’est pas malade.

2. Calculer la probabilité que 'animal ne soit pas malade sachant que le test est négatif.

EXERCICE 4

D’aprés une enquéte sur le marché de 'emploi en France en 2016 :

— 51,8 % des personnes en emploi sont des hommes;

— 91,8 % des hommes en emploi travaillent a temps plein;

— 69,9 % des femmes en emploi travaillent a temps plein.

1. On consulte la fiche d’'une personne en emploi en 2016.
a) Quelle est la probabilité que cette personne soit un homme qui travaille a temps partiel ?
b) Quelle est la probabilité que cette personne travaille a temps partiel ?
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2. On consulte la fiche d'une personne qui travaille a temps partiel, quelle est la probabilité que cette
personne soit une femme?

EXERCICE 5

D’apres une étude de la direction du tourisme concernant I’ensemble des résidents Francais :

Est défini comme "voyage" , tout départ du domicile, retour a celui-ci avec au moins une nuit passée en
dehors.

Ces voyages se décomposent en "séjours" de deux sortes :

* Séjours courts définis par le fait d’avoir passé entre une nuit et trois nuits en lieu fixe;
* Séjours longs définis par le fait d’avoir passé au moins quatre nuits en lieu fixe.

Le mode d’hébergement d'un séjour peut étre marchand (hotel, camping, gite etc ...) ou non marchand.
On consideére que sur 'ensemble des résidents Francais qui ont effectué au moins un voyage :

— Les séjours courts représentent 55% de I'ensemble des séjours;

— 43% des séjours longs se font en hébergement marchand;

— 36,4% de I'ensemble des séjours se font en hébergement marchand.

On interroge au hasard, un résident Francgais ayant effectué un voyage et on note :
— L:«l'évenement la personne a fait un séjour long»;

— M :I'évenement «le mode d’hébergement du séjour est marchand »;

1. Calculer la probabilité que la personne interrogée ait effectué un séjour long.
2. Représenter la situation par un arbre pondéré.

3. a) Calculer la probabilité que la personne interrogée ait effectué un séjour long en hébergement
marchand.

b) En déduire la probabilité que la personne interrogée ait effectué un séjour court en hébergement
marchand.

4. Un résident Francais effectue un séjour court, quelle est la probabilité qu'’il choisisse un hébergement
marchand?

5. On interroge au hasard, un résident Francais ayant choisi un hébergement non marchand au cours de
son séjour. Quelle est la probabilité que le séjour de cette personne soit un séjour long?

EXERCICE 6
PARTIE A

Une usine produit des articles dont 3 % présentent des défauts. En vue d'un controéle de qualité, on constitue
au hasard un échantillon de 180 articles tirés de la production.

La production est assez importante pour qu'on puisse assimiler ce prélevement a la répétition de 180
épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

On désigne par X la variable aléatoire qui associe a tout échantillon de 180 articles le nombre d’articles
défectueux.

1. Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ?

2. Déterminer une valeur arrondie a2 103 preés de la probabilité de chacun des événements suivants :
a) «Léchantillon contient au moins un article défectueux »;
b) «Léchantillon contient au plus six articles défectueux »;

¢) «Léchantillon contient plus de dix articles défectueux ».

PARTIE B

La direction de I'usine décide de mettre en place un contréle de qualité. Le contrdle des articles produits
s’effectue selon les probabilités conditionnelles suivantes :
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— sachant qu'un article est sans défaut, on 'accepte avec une probabilité de 0,99;
— sachant qu'un article présente des défauts, on le refuse avec une probabilité de 0,96.
Les articles acceptés a I'issue du controle de qualité sont mis en vente.

On préléve au hasard dans la production de I'entreprise un article qui va étre controlé.
On note les événements suivants :

— D «Larticle présente des défauts »;

— V :«Larticle est mis en vente ».

D et V sont respectivement les évenements contraires des évenements D et V.

1. a) Calculer la probabilité qu'un article présente des défauts et soit mis en vente.
b) Montrer que la probabilité qu'un article soit mis en vente a l'issue du controle de qualité est égale a
0,9615.

2. La direction de l'usine souhaite que parmi les articles mis en vente il y ait moins de 0,1 % d’articles
défectueux.
Ce controdle de qualité permet-il d’atteindre cet objectif?

EXERCICE 7 (D'apres sujet bac Antilles Septembre 2005)

Dans cet exercice, A et B étant des évenements, A désigne I'événement contraire de 'événement A, P(A) la
probabilité de A et P (A) la probabilité de A sachant que B est réalisé.

Une entreprise fabrique des appareils en grand nombre. Une étude statistique a permis de constater que
10 % des appareils fabriqués sont défectueux.

Lentreprise décide de mettre en place un test de contrdle de ces appareils avant leur mise en vente.
Ce controle détecte et élimine 80 % des appareils défectueux, mais il élimine également a tort 10 % des
appareils non défectueux. Les appareils non éliminés sont alors mis en vente.

On prend au hasard un appareil fabriqué et on note D I'évéenement «'appareil est défectueux» et V
I'événement «'appareil est mis en vente ».

1. Construire un arbre pondéré rendant compte de cette situation.
2. a) Calculer P(V N D) et P (V 05).
En déduire que la probabilité qu'un appareil fabriqué soit mis en vente apres controle est 0,83.
b) Calculer la probabilité qu'un appareil mis en vente apres controle soit défectueux.
¢) Vérifier que Py (D) = 0,24 x P(D).
Rédiger une phrase comparant les probabilités pour un acheteur d’acquérir un appareil défectueux
suivant que I'entreprise applique ou non le test de controle.

3. Une entreprise décide d’appliquer le contréle, tout en continuant a fabriquer le méme nombre
d’appareils. Elle fabriquait et vendait une quantité gy d’appareils au prix py.
Les pourcentages demandés seront arrondis a l'unité.
a) Quelle est, en fonction de gy la nouvelle quantité g, d’appareils mis en vente apres controéle?
b) De quel pourcentage la quantité vendue a-t-elle diminué?

¢) Quel doit étre le nouveau prix p; (en fonction de py pour que l'entreprise maintienne son chiffre
d’affaires?
Quel est alors le pourcentage d’augmentation du prix de vente?

EXERCICE 8

Une entreprise fabrique des articles en grande quantité.
Une étude statistique a permis de constater que 10% des articles fabriqués sont défectueux.

PARTIE A

On choisit au hasard successivement cinq pieces. On suppose que le nombre de pieces est suffisamment
important pour que ces tirages s’effectuent dans des conditions identiques et de maniére indépendante.
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1. Calculer la probabilité qu'un seul des cinq articles soit sans défaut.

2. Calculer la probabilité qu’au moins un des cinqg articles soit sans défaut.

PARTIE B

Les articles fabriqués peuvent présenter au maximum deux défauts notés a et b.
On note :

Alévenement : « Un article prélevé au hasard présente le défaut a »;
BTévenement : « Un article prélevé au hasard présente le défaut b »;

A et B les événements contraires respectifs de A et B.

On donne les probabilités suivantes : p(A) =0,05; p(B) =0,06.
1. Quelle est la probabilité de I'événement « un article prélevé au hasard ne présente aucun défaut »?
2. Calculer la probabilité de I'évenement « un article prélevé au hasard présente les deux défauts ».

3. On préleve au hasard un article parmi ceux qui présentent le défaut a. Calculer la probabilité que cet
article présente également le défaut b.

4. Un article sans défaut est vendu a 150€. Un article qui présente seulement le défaut a est vendu avec une
remise de 30%, un article qui présente seulement le défaut b est vendu avec une remise de 40% et un
article qui a les deux défauts n’est pas vendu.

a) Etablirlaloi de probabilité du prix de vente en euros, noté X, d'un article.

b) Quel chiffre d’affaires I'entreprise peut-elle espérer réaliser sur la vente de 1000 articles?

EXERCICE 9
PARTIE A

Létude réalisée pour une entreprise de matériel informatique sur I'utilisation d’'un modele A de disque dur
externe de son catalogue a permis d’établir que :

— 65% des acquéreurs utilisent le disque dur avec un ordinateur portable.

— 40% des acquéreurs qui utilisent le disque dur avec un ordinateur portable le font pour un usage
professionnel.

— 28% des acquéreurs utilisent le disque dur avec un ordinateur fixe et pour un usage professionnel.
On choisit au hasard la fiche d'un client ayant acheté ce modele de disque dur et on note :

— M Tévenement : «le client utilise le disque dur avec un ordinateur portable »;

— T Tévenement: «le client utilise le disque dur pour un usage professionnel ».

1. Calculer la probabilité que la fiche soit celle d'un client qui fait un usage professionnel du disque dur
externe sachant qu’il 'utilise avec un ordinateur fixe.
2. Représenter la situation a I'aide d'un arbre pondéré.

3. Quelle est la probabilité que la fiche soit celle d'un client qui utilise le disque dur avec un ordinateur
portable et pour un usage professionnel?

4. Quelle est la probabilité que la fiche soit celle d'un client qui utilise le disque dur pour un usage
professionnel ?

5. Lafiche est celle d'un client qui utilise le disque dur pour un usage professionnel. Quelle est la probabilité
que la fiche soit celle d'un client qui utilise le disque dur avec un ordinateur fixe?
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PARTIE B

Cette entreprise commercialise également un modele B de disque dur mécanique. L'utilisation de ce modeéle
sur des serveurs a permis d’établir un taux de défaillance annuel de 2%.

Un client commande 50 disques durs du modéle B. Le nombre de disques durs fabriqués est suffisamment
important pour que I'on puisse assimiler le choix des 50 disques durs a un tirage aléatoire avec remise.

On note X la variable aléatoire égale au nombre disques durs susceptibles d’étre en panne pendant 'année.

1. Lavariable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser les parametres de cette loi.
2. Calculer la probabilité P(X = 1) et interpréter le résultat a I’aide d’'une phrase.

3. Quelle est la probabilité qu’au moins un des disques durs achetés présente une défaillance au cours de
I'année?

EXERCICE 10 (D'apres sujet bac Nouvelle Calédonie 2017)
Dans cet exercice, les résultats seront arrondis au millieme

Une agence de voyage propose des itinéraires touristiques pour lesquels chaque client effectue un aller et
un retour en utilisant soit un bateau, soit un train touristique. Le choix du mode de transport peut changer
entre l'aller et le retour.

Al'aller, le bateau est choisi dans 65 % des cas.

Lorsque le bateau est choisi a I'aller, il 'est également pour le retour 9 fois sur 10.

Lorsque le train a été choisi a I’aller, le bateau est préféré pour le retour dans 70 % des cas.

On interroge au hasard un client. On considere les événements suivants :

— A «le client choisit de faire I’aller en bateau »;

— R: «le client choisit de faire le retour en bateau ».

On rappelle que si E est un événement, p(E) désigne la probabilité de 'événement E et on note E
I'événement contraire de E.

1. Traduire cette situation par un arbre pondéré.
2. On choisit au hasard un client de I'agence.
a) Calculer la probabilité que le client fasse I'aller-retour en bateau.
b) Montrer que la probabilité que le client utilise les deux moyens de transport est égale a 0,31.

3. On choisit au hasard 20 clients de cette agence. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de
clients qui utilisent les deux moyens de transport.
On admet que le nombre de clients est assez grand pour que 'on puisse considérer que X suit une loi
binomiale.

a) Préciser les parametres de cette loi binomiale.
b) Déterminer la probabilité qu’exactement 12 clients utilisent les deux moyens de transport différents.

¢) Déterminer la probabilité qu’il y ait au moins 2 clients qui utilisent les deux moyens de transport
différents.
4. Le colit d’'un trajet aller ou d'un trajet retour est de 1560 € en bateau; il est de 1200 € en train.

On note Y la variable aléatoire qui associe, a un client pris au hasard, le cotit en euro de son trajet aller-
retour.

a) Déterminer la loi de probabilité de Y.

b) Calculer I'espérance mathématique de Y. Interpréter le résultat.

EXERCICE 11

Avec 84,5 millions d’arrivées de visiteurs internationaux en 2015, la France est le pays le plus visité au
monde.

Si on s’intéresse aux personnes résidentes a I’étranger qui sont en visite en France, on définit les notions
suivantes :
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— Les touristes sont les visiteurs non résidents passant au moins une nuit en France.
— Les excursionnistes sont les visiteurs non résidents qui ne passent pas de nuit en France.

Une enquéte réalisée aupres des visiteurs résidents a I'étranger a leur sortie du territoire métropolitain a
permis d’établir que :
— 79,2 % des visiteurs résident en Europe.

— Un tiers des visiteurs résidents européen sont touristes et les trois quarts des résidents non européens
sont touristes.

On interroge au hasard un visiteur résident a 1’étranger a sa sortie du territoire et on note :
— ET'événement «le visiteur réside en Europe »;

— T 1'évenement «le visiteur est un touriste ».

PARTIE A

Représenter cette situation par un arbre de probabilités.
Déterminer la probabilité que le visiteur réside en Europe et soit un touriste.

Montrer que la probabilité que le visiteur soit un touriste est égale a 0,42.

e

Le visiteur interrogé est un touriste, calculer la probabilité, arrondie au millieme pres, que ce touriste
réside en Europe.

PARTIE B
Dapns cette partie, les résultats seront arrondis si nécessaire au millieme pres.

Lenquéte a permis d’établir que 8,4% des touristes résident en Amérique.
On a interrogé au hasard trente touristes a leur sortie du territoire métropolitain.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de touristes résidents en Amérique.

1. On considere que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser les parametres de cette loi.
2. Donner la probabilité P(X = 2) et interpréter le résultat a I'aide d’'une phrase.

3. Quelle est la probabilité qu’au moins un des touristes interrogés réside en Amérique?

EXERCICE 12

Une entreprise agroalimentaire fabrique des plats cuisinés destinés a la consommation. Ces préparations
culinaires sont d’abord conditionnées dans des emballages sous vide puis étiquetées.

Le conditionnement de ces préparations peut présenter deux défauts : un emballage sous vide défectueux
ou I'absence de la date limite de consommation sur I'étiquette.

PARTIE A

Une étude statistique a permis de constater que :
— 6% des préparations ne sont pas correctement emballées;

— la date limite de consommation est absente sur 1'étiquette de 18 % des préparations qui ne sont pas
correctement emballées et sur 3 % des préparations correctement emballées.

On préléve au hasard une préparation destinée a la vente et on consideére les évenements suivants :

— E:«le plat est correctement emballé »;

— D «I'étiquette comporte une date limite de consommation ».

1. Calculer la probabilité de I'événement E N D.

2. Montrer que la probabilité d'une date limite de consommation absente sur I'étiquette est égale a 0,039.

3. La date limite de consommation ne figure pas sur I'étiquette, quelle est la probabilité que la préparation
soit correctement emballée ?
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PARTIE B

Les préparations culinaires correctement emballées sont commercialisées par I'entreprise.
On rappelle que parmi celles-ci, 3 % n’ont pas de date limite de consommation.

Un supermarché passe une commande de 60 plats cuisinés. Le stock est suffisamment important pour
assimiler cette commande a un tirage aléatoire avec remise.

Pour un lot de 60 préparations, on note X la variable aléatoire égale au nombre de préparations sur
lesquelles on note 'absence de date limite de consommation.

1. Lavariable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser les parametres de cette loi.

2. a) Calculer la probabilité P(X = 0) et interpréter le résultat a I'aide d'une phrase. On donnera une valeur
approchée 2 1073 pres.
b) En déduire une valeur approchée a 1072 prés de la probabilité P(X = 1).

3. Alaide de la calculatrice, déterminer P(X = 6).

EXERCICE 13
Dans cet exercice, les résultats seront arrondis si nécessaire i 10™* pres.

D’apres un document de I'’Assurance Maladie concernant les accidents du travail de 'année 2015 on
constate que:

— Lindice de fréquence des accidents du travail pour 'ensemble des salariés est de 33,9 accidents du
travail pour 1000 salariés.

— Avec 8 % des salariés, la branche d’activité du Batiment et travaux publics est celle qui a I'indice de
fréquence des accidents du travail le plus fort (61,9 accidents du travail pour 1000 salariés).

On consulte au hasard le dossier d’assurance maladie d’un salarié et on note :
— BJl'évenement «le dossier est celui d'un salarié du Batiment »;

— AVl'évenement «le dossier est celui d'un salarié victime d’'un accident du travail ».

PARTIE A

1. Donner les probabilités suivantes P(A), P(B) et Pg(A).
2. Calculer la probabilité que le dossier soit celui d'un salarié du Batiment victime d’'un accident du travail.

3. Le dossier est celui d'un salarié victime d'un accident du travail. Quelle est la probabilité que ce soit celui
d’un salarié du Batiment?

PARTIE B

Lors d'un accident du travail, un taux d’'incapacité permanente supérieur a 10 % (IP=10%) a pour
conséquence l'attribution d'une rente.
En 2015, 2,7% des accidents du travail ont donné droit a I'attribution d’une rente.

On consulte au hasard cent dossiers de salariés ayant eu un accident du travail en 2015.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de dossiers donnant droit a I’attribution d’'une rente.

1. On considére que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser les parametres de cette loi.
2. Donner la probabilité qu’au plus trois dossiers donnent droit a I'attribution d’une rente.

3. Quelle est la probabilité qu’au moins six dossiers donnent droit a I'attribution d’'une rente.
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EXERCICE 14

Une entreprise produit en grande quantité des composants électroniques destinés a I'industrie.

Un controle de qualité a permis d’établir que les composants fabriqués pouvaient présenter au maximum
deux défauts : la puce électronique est défectueuse ou un défaut d’assemblage.

On a constaté d’autre part, que 1,6 % des composants fabriqués avaient une puce électronique défectueuse
et que 3,5 % des composants dont la puce n’est pas défectueuse présentaient un défaut d’assemblage.

Si le composant ne présente aucun défaut, on dit qu’il est conforme. Sinon, le composant est dit hors
d’'usage.

PARTIE A

On préleve au hasard un composant produit par cette entreprise. Tous les composants ont la méme
probabilité d’étre prélevés.

On note :

— Dl'évenement «la puce électronique est défectueuse »;

— Cl'évenement « le composant est conforme ».

Calculer la probabilité arrondie 2 102 pres de la probabilité que le composant soit hors d’usage.
PARTIE B

On préléve 100 composants au hasard. La production est suffisamment importante pour assimiler ce choix
de 100 composants a un tirage avec remise de 100 composants.

On suppose que la probabilité qu'un composant soit hors d’usage est 0,05.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 100 composants, associe le nombre de
composants hors d'usage.

1. a) Lavariable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser les parametres de cette loi.

b) Déterminer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

Calculer la probabilité de I'évenement A : « tous les composants prélevés sont conformes ».
Calculer la probabilité P(X = 5) et interpréter le résultat a 'aide d’'une phrase.

Calculer la probabilité de I'événement B : «au moins deux composants prélevés sont hors d'usage ».

SANEE- Sl O

On constate que dans cet échantillon, 8 composants sont hors d'usage.

a) Alaide de la calculatrice, déterminer le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 et le plus petit
entier b tel que P(X < b) =0,975.

b) Peut-on rejeter 'hypotheése que 5% des composants fabriqués sont hors d'usage?

Rappel :

Un intervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence correspondant a la réalisation sur un échantillon de taille

N

n, d'une variable aléatoire X suivant la loi binomiale %(n; p) est I'intervalle ou:

—;—

n n

a est le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025;

b est le plus petit entier tel que P(X < b) = 0,975.
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EXERCICE 15
Une usine fabrique, en grande quantité, un certain type de piéces métalliques pour I'industrie.
PARTIE A

Les pieces sont fabriquées par deux machines a et b.

On considere que 2 % des pieces produites par la machine a sont défectueuses et que 7 % des pieces

produites la machine b sont défectueuses.

La machine a plus récente assure 80 % de la production quotidienne.

On préleve une piece au hasard dans I'ensemble des pieces produites par les deux machines pendant une

journée. Toutes les pieces ont la méme probabilité d’étre prélevées.

On considere les évéenements suivants :

— A «lapiece prélevée a été fabriquée par la machine a »;

— D : «la piece prélevée est défectueuse ».

1. Calculer la probabilité que la piece prélevée au hasard dans la production de la journée soit défectueuse
et qu’elle ait été fabriquée par la machine a.

2. En déduire la probabilité que la piece prélevée au hasard dans la production de la journée soit
défectueuse.

3. La piece prélevée au hasard dans la production de la journée est défectueuse, quelle est la probabilité
qu’elle ait été fabriquée par la machine a?

PARTIE B

On considere un stock important de pieces métalliques. On admet que 3 % des piéces de ce stock sont

défectueuses.
On préleve au hasard 200 piéces dans le stock pour vérification. Le stock est assez important pour que I'on

puisse assimiler ce prélevement a un tirage avec remise de 200 piéces.
On considere la variable aléatoire X qui, a tout préléevement de 200 piéces, associe le nombre de pieces de
ce prélevement qui sont défectueuses.
1. Lavariable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser les parametres de cette loi.
2. Calculer I'espérance mathématique de X. Que représente ce nombre?
3. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, une piece au moins soit défectueuse.
4. ATaide de la calculatrice, déterminer :
a) la probabilité que dans un tel préléevement on trouve moins de six piéces défectueuses;
b) la probabilité que dans un tel prélevement on trouve plus de dix pieces défectueuses.

5. Ci-dessous est donné un extrait du tableau donnant les valeurs des probabilités P (X < k), ou k désigne
un nombre entier naturel appartenant a I'intervalle [0;200].

k P(X<k) k P(X<k) k P(X<k)
0 0,002 26 6 0,606 32 12 0,99217
1 0,01625 7 0,746 10 13 0,996 90
2 0,05929 8 0,85040 14 0,998 85
3 0,147 15 9 0,91922 15 0,999 60
4 0,28098 10 0,959 87 16 0,999 87
5 0,44323 11 0,98159 17 0,999 96

a) Déterminer la probabilité que le nombre de pieces défectueuses dans un lot de 200 soit compris entre
3et8.

b) Calculer P3<x<g (X = 6). Interpréter le résultat.

¢) Dans ce lot, on trouve neuf pieces défectueuses. Faut-il remettre en question '’hypothese selon
laquelle 3 % des piéces de ce stock sont défectueuses?
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| FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

La fonction exponentielle est continue, strictement croissante et pour tout réel x, e* € ]0; +ool.
D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout réel a > 0, I'équation e* = a admet
une unique solution, c’est a dire que :

pour tout réel a strictement positif, il existe un unique réel a tel que e® = a

On définit une nouvelle fonction appelée logarithme népérien qui a tout réel strictement positif, associe
son unique antécédent par la fonction exponentielle.
On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives des fonctions exponentielle et logarithme népérien
sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

1 DEFINITION

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction définie sur ]0; +oo[ qui a tout réel x strictement
positif, associe le réel y tel que e” = x.

x>0ety=In(x) équivauta x =e”

REMARQUES

— Onnote Inx, au lieu de In(x), le logarithme népérien de x, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité.
— e’=1doncln(1) =0.

— el=edoncln(e) = 1.

2 CONSEQUENCES IMMEDIATES

1. Pour tout réel x strictement positif, e * = x.
2. Pour tout réel x, In (e*) = x.

3. Pour tout réel a > 0, I'équation e* = a a pour unique solution x = Ina.

3 DEMONSTRATION

Inx

1. Pourtoutréel x>0, y=Inx < e’ = x. Soite™* = x.

2. Pour tout réel x, e* = y < x=1In(y) =1In(e¥). Soit In () = x.

EXEMPLES

eln® =5; e In01 = _lnlO o= 0—11 =10; In(ve) =n(e®%) =0,5; ln(—) =Iln(e7!)=-1.
e )
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3 VARIATION

La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo|.

3% DEMONSTRATION

Soient a et b deuxréels telsque 0 < a < b.
Par définition de la fonction logarithme népérien : a = e et b = e!"?. Ainsi, e < e,
La fonction exponentielle étant strictement croissante, on en déduit que Ina < In b.

CONSEQUENCES

Pour tous réels a et b strictement positifs :
Ina=Inbsi, et seulementsi, a=b

Ina >1In b si, et seulementsi, a> b

EXEMPLE

Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(x) = e* —2x.

La fonction f est dérivable et pour tout réel x, f'(x) = e* -2,

Onadonc: f'(x) =0 < e*-2=0 < e =2 < x=In2.

On a également f'(x) <0 < e*<2 < x<In2.

Les variations de f se déduisent du signe de sa dérivée. D’ou le tableau de variations de f :

X —00 In2 +oo

) - 0 +

@ \ /

Il PROPRIETES ALGEBRIQUES

2—-2In2

1 PROPRIETE FONDAMENTALE

Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(a x b) =1n(a) +In(b)

DEMONSTRATION

Soient a > 0 et b > 0 deux réels strictement positifs,
Par définition de la fonction logarithme népérien: a=e"%, b=e
D’autre part,

Inb In(axb)

etaxb=e

axb= elna % elnb — elna+lnb

D’olt
eln(a x b) — eln a+Inb

Doncln(ax b)=Ina+Inb.
REMARQUE

John Napier publia en 1614 une méthode de calcul transformant les multiplications en additions : les
logarithmes, du grec logos (rapport, raison) et arithmos (nombre).
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2 AUTRES REGLES DE CALCUL

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif : h
1

1. ln(—) =—-Ina
a
a

2. ln(g) =lna-Inb

3. In(a™ =nlna

4. In(va) = %lna
o %

DEMONSTRATIONS

1 1
1. Soita>0alors —>0.0r ax — =1 donc
a a

ln(ax l) =lnl < lna+lnl =0 lnl =-Ina
a a a
2. Soienta>0etb>0 ) )

ln(%) =ln(a>< E) :lna+lnE =lna-Inb

3. Soient a > 0 un réel strictement positif et » un entier relatif,

n n
eln(a ) nlna — (elna) __n

=a"ete =a

nlna

Donc e"@") = ¢
4. Soit a > 0 alors (\/5)2 = adonc

et par conséquent, In (a") = nlna.

Ina =1n(\/a)2 =2Inva

Il ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1 DERIVEE

1
La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +ool et pour tout réel x > 0, In’(x) = —.
X

DEMONSTRATION

— On admet que la fonction In est dérivable sur ]0; +ool.

— Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = elnx,
f est dérivable sur ]0; +oo| et pour tout réel x > 0, f'(x) = In’(x) x e"™* = In’(x) x x.
Or pour toutréel x>0, f(x) = xdou f'(x) =1

1
Ainsi pour tout réel x > 0, In’(x) x x = 1 donc In’(x) = —.
X

2 VARIATION

La fonction In est dérivable donc continue sur ]0; +ool.

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; +oof .

Comme In1 = 0, on en déduit les propriétés suivantes :
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Pour tout réel x strictement positif :

Inx =0si, et seulement si, x=1
In x > 0 si, et seulement si, x > 1

Inx < 0si, et seulementsi,0 < x <1

D’ou le tableau de variation de la fonction In :

X 0 1 +00

o

In(x) /

CONSEQUENCE

Comme la fonction logarithme népérien est continue, strictement croissante et que pour tout réel x > 0,
Inx € R alors, d’apres le théoreme de la valeur intermédiaire :

Pour tout réel k, 'équation In x = k admet dans l'intervalle ]0; +oco[ une unique solution x = e*.

k

3

COURBE REPRESENTATIVE

Notons €, la courbe représentative de de la fonction logarithme népérien.

In(1) =0 etIn(e) = 1 donc les points A(1;0) et B(e; 1) appartiennent a la courbe 6iy,.
Le coefficient directeur de la tangente a la courbe %6}, au point A(1;0) est In’(1) =1.
Donc la tangente a la courbe %4}, au point A(1;0) a pour équation: y =x—1.
1
Le coefficient directeur de la tangente a la courbe %}, au point B(e; 1) estIn’(e) = —.
e

Donc la tangente a la courbe %4}, au point B(e; 1) a pour équation :
1( ! 1

=—(x-e — y=—-Xx
Y=e Y=

La tangente a la courbe %, au point d’abscisse e passe par |'origine du repere.

Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur 'intervalle ]0; +oo[, la dérivée de la fonction
In est strictement décroissante.

Par conséquent, la fonction In est concave sur ]0; +oo|.

y

cgln

2<>
| SR ‘

I

I

|
0 1 2 e3 4 5 6 7 x
_1/
_2~
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EXERCICE 1
Simplifier I'écriture des nombres suivants :
A=1n10000-1n0,1+1n0,01; len(gz)_7ln(2)_4ln(l); C =8In(v/3)+5In(9) —In (9v/3);
8
D=In(V3+v2)+In(v3-Vv2); Ezzm\/g_gm(i); . In(v3-1)+In(v3+1) |
2
_In5-In10 4y In100-2In2. %ln9—4ln\/§—ln%
2In(v2) ’ In5 ’ I= 3 )

EXERCICE 2

Simplifier I'écriture des nombres suivants :

A=ln(e_3)+e_ln2; B=1:(l—eez)—ln(é); Czln(4e2)+ln(%); D= 3 =

EXERCICE 3

Résoudre dans R chaque équation, puis donner une valeur arrondie a 10~ prés des solutions :

1. a)e* =5; b) 2e* =0,2; ) e**"1-3=0; d) (e)* =0,25; e)2e" —4=0.
5e3%+1

2. a)el ¥ =3¢%; b) 3e72¥ = 2e%*3%; O —z— =4 d) (7" +1) (e*™3*-2) = 0.

EXERCICE 4

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :

a) 4e2*+1 < 3; b)3e ¥ >1; c) (ez")3 - % <0; d) Sei‘jx >2; e)3e’*—7e*+2<0.

EXERCICE 5

Démontrer les propriétés suivantes :

1. Pour toutréel x > 1, ln(x2 +x—2) =In(x+2)+In(x-1)

2. Pour tout réel x strictement positif, In(x+1) =Inx+In |1+ i)

EXERCICE 6

1. Résoudre dans ]0; +oo[ chaque équation, puis donner une valeur arrondie 2 10~3 pres des solutions :
alnx=-1;  b)2lnx+001=0; ¢ 3lnx=¢; d)2@nx?*=1; e)(e**-2)(n2x)-2)=0.

2. Résoudre dans ]0; +oo[ les inéquations suivantes :

1 31
a)2lnx<-2; b)In2x<-2; c)ln—-Ilnx=0; d) In(3x) -2Inx < 5; e) (lnx)2+$—1>0.

x
EXERCICE 7
Résoudre les équations suivantes :
a) 15% =1000; b) x'°=1000; c) 0,8°=16; d) x*®=16.
EXERCICE 8
Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier n solution de I'inéquation :

3\" 9 \"
a) 1,05"=1,5; b) 0,92" <0,75; c) 1+—) =2; d) 0,22(1——) .
100 100

EXERCICE 9

Un groupe industriel s’engage a réduire ses émissions de polluants de 4% par an.
En 2015, la masse de polluants émise dans I'atmosphere était de 50 000 tonnes.
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1. Pour tout entier naturel n, on note u, la masse, exprimée en tonnes, de polluants émise dans
I'atmospheére pour I'année (2015 + n). Exprimer u, en fonction de n.

2. A partir de quelle année, la masse de polluants émise dans 'atmosphere par ce groupe industriel aura
diminué d’au moins 40 %?

EXERCICE 10

En 2014, le parc informatique d'une entreprise était de 200 ordinateurs.

Pour renouveler ce parc et tenir compte des besoins de I'entreprise, chaque année le gestionnaire supprime
10 % des ordinateurs les plus anciens et achete 30 ordinateurs neufs.

Le nombre d’ordinateurs du parc informatique de cette entreprise est modélisé par la suite (1) ot ou le
terme u, désigne le nombre d’ordinateurs disponibles au cours de 'année (2014 + n).

Ainsi, la suite (u,) est définie par uy =200 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 0,9u, + 30.

1. Calculer le nombre d’ordinateurs en 2015 et en 2016.

2. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, —300.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Montrer que pour tout entier naturel n, u,, = 300 — 100 x 0,9".

3. En quelle année, le nombre d’ordinateurs disponibles dans cette entreprise sera-t-il supérieur a 250?

EXERCICE 11 (D'apres sujet bac Centres Etrangers 2017)

La renouée du Japon est une plante a croissance tres rapide et trés invasive.

Un jardinier souhaite faire disparaitre de son terrain cette espéce qui occupe une superficie de 120 m? au
1¢" janvier 2017. Pour cela, chaque année au printemps, il procede a un arrachage qui permet de réduire
de 10 % la superficie de terrain envahi 'année précédente. Cependant, cette espece de plante ayant une
puissance de dissémination tres importante, de nouvelles pousses apparaissent chaque été et envahissent
une nouvelle parcelle de terrain d’'une superficie de 4 m?.

1. Déterminer la superficie de terrain envahi par cette plante au 1°" janvier 2018.

On modélise la situation par une suite (u,,) ol1 u,, représente la superficie de terrain en m?

Renouée du Japon au 1¢f janvier de I'année 2017 + n.

envahi par la

La suite (1) est donc définie par uy = 120 et, pour tout entier naturel n, par u,+; = 0,9u, +4.
2. Lejardinier souhaite connaitre I’année a partir de laquelle il aura réduit au moins de moitié la superficie
de terrain envahi par rapport au 1 janvier de 'année 2017.
Recopier et compléter I'algorithme suivant afin qu’il détermine I'année souhaitée.
On ne demande pas de faire fonctionner I’ algorithme.

U~—...

N0

Tantque ............cooovent
U~...
N—N+1

Fin tant que

3. On considere la suite (v,;) définie pour tout entier naturel n par v, = u, —40.

a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison g = 0,9 et préciser le premier terme.
b) Exprimer v, en fonction de n, pour tout entier naturel n.
¢) Justifier que u;, =80 x 0,9" + 40 pour tout entier naturel 7.

4. a) Résoudre dans’ensemble des entiers naturels I'inéquation 80 x 0,9” + 40 < 60.
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b) En déduire 'année a partir de laquelle la superficie envahie par la plante sera réduite au moins de
moitié par rapport au 1°f janvier de 'année 2017.

5. Lejardinier arrivera-t-il a faire disparaitre complétement la plante de son terrain? Justifier la réponse.

EXERCICE 12 (D'apres sujet bac Antilles Guyane septembre 2017)

Une petite ville dispose d'un service municipal de location de vélos. La municipalité souhaite étre informée
sur le nombre de vélos en circulation et le cotit engendré.

Le responsable du service de location de vélos constate que, chaque année, 20 % des vélos sont devenus
inutilisables car perdus, volés ou détériorés. Le budget alloué au service lui permet de racheter 30 vélos par
an.

Le 1¢janvier 2017, le parc contient 200 vélos utilisables.

On modélise I'évolution du nombre de vélos utilisables par une suite (u,) dans laquelle, pour tout entier
naturel n, u, estle nombre de vélos le 1° janvier de 'année 2017 + n.

Ainsi ug = 200 et, pour tout entier naturel n, 1,41 = 0,8 x u, + 30.

1. a) Justifier le coefficient 0,8 dans I'’expression de u,+; en fonction de u,,.
b) Combien y aura-t-il de vélos dans ce parc au 1¢f janvier 2018?
2. On définit la suite (v,) par v, = u, — 150 pour tout entier naturel 7.
a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme v.
b) Pour tout entier naturel i, exprimer v, en fonction de n.
¢) En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 50 x 0,8" + 150.

d) La municipalité a décidé de maintenir ce service de location tant que le nombre de vélos reste
supérieur a 160.
En quelle année le service de location s’arrétera-t-il?
3. Pour l'aider a maintenir le service de location, la municipalité a obtenu une subvention de la région
qui sera versée de 2017 inclus a 2025 inclus. Par commodité, on suppose qu’elle est versée pour chaque
année le 1¢" janvier, de 2017 inclus a 2025 inclus.

Cette subvention s’éléve a 20 euros par vélo disponible a la location.
a) Justifier que la somme des subventions recues pour les deux premieres années s’éleve a 7 800 euros.

b) Déterminer la somme totale percue grace a cette subvention du 1¢f janvier 2017 au 1¢* janvier 2025.

EXERCICE 13 (D'apres sujet bac Nouvelle Calédonie 2017)

Début 2013, la superficie totale des foréts sur la terre représente un peu plus de 4 milliards d’hectares.

Au cours de 'année 2013, on estime qu’environ 15 millions d’hectares ont été détruits.

Des plantations d’arbres et une expansion naturelle des foréts ont ajouté 10,2 millions d’hectares de
nouvelles foréts en 2013.

1. Montrer que la superficie totale des foréts détruites au cours de 'année 2013 représente 0,375 % de la
superficie totale des foréts mesurée au début de I’année.

On admet dans la suite que chaque année, la proportion des surfaces détruites de foréts et la superficie de
nouvelles foréts restent constantes.

On note u, la superficie (en millions d’hectares) occupée par les foréts sur la Terre au début de I'année
(2013 + n) avec ug =4000.

2. a) Justifier que pour tout entier naturel n, u,+; = 0,99625u, + 10,2.

b) Montrer que la superficie totale des foréts sur la Terre, au début de 1'année 2014, en millions
d’hectares, est u; = 3995,2.

3. Soit (dy) la suite définie pour tout entier naturel n par d;, = u,, —2720.
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a) Montrer que pour tout entier naturel n, d;,+1 =0,99625 x d,,.
b) Quelle est la nature de la suite (d;,) ? Calculer d.

¢) Déterminer, pour tout entier naturel n, 'expression de d,, en fonction de n; en déduire I'expression
de u,, en fonction de n.

4. a) Proposer un algorithme affichant la superficie (en millions d’hectares) occupée par les foréts sur la
Terre, pour chaque année de 2013 a 2029.

b) A partir de quelle année la superficie des foréts présentes sur la Terre sera inférieure a 3,9 milliards
d’hectares? Préciser la démarche utilisée.

EXERCICE 14

Une entreprise produit des articles, dont certains sont défectueux a cause de deux défauts possibles, un
défaut d’assemblage ou un défaut de finition, a I'exclusion de tout autre défaut.

Une étude statistique a permis de constater que sur ’ensemble de la production :

— 9 % des articles présentent les deux défauts.

— 15 % des articles présentent un défaut d’assemblage.

— 4 % des articles n’ayant pas un défaut d’assemblage ont un défaut de finition.
On choisit un article au hasard et on note :

— ATlévenement : «'article a un défaut d’assemblage »;

— FTl'évenement : «'article a un défaut de finition ».

1. a) Calculer p (F).
b) Calculer la probabilité de I'évéenement AU F : «'article est de fabrication défectueuse ».

2. On préleve au hasard n articles. On suppose que le nombre d’articles est suffisamment grand pour
assimiler ce prélevement a des tirages successifs indépendants avec remise.

a) Onnote p, la probabilité que I'un au moins de ces n articles soit défectueux.
Justifier que p, =1-0,816".

b) Quel est le nombre minimal d’articles qu’il faut prélever pour que la probabilité que I'un au moins de
ces articles soit défectueux soit supérieure a 0,98?

EXERCICE 15 (D’apres sujet bac Asie 2017 modifié)

Pour I'année scolaire, un professeur de mathématiques propose aux éleves de sa classe le choix entre deux
types d’accompagnement : « Approfondissement » ou « Ouverture culturelle ».

Chaque semaine, un éléve doit s’inscrire dans un et un seul des deux accompagnements proposés.

La premiére semaine, 20 % des éleves de la classe ont choisi « Approfondissement » et tous les autres ont
choisi « Ouverture culturelle », On admet que

— 20% des éleves ayant choisi « Ouverture culturelle » une certaine semaine s’inscrivent en
«Approfondissement » la semaine suivante;

— 30% des éléves ayant choisi « Approfondissement » une certaine semaine s’inscrivent en « Quverture
culturelle » la semaine suivante.

N

On s’intéresse a l'évolution de la répartition des éléves de cette classe entre les deux types
d’accompagnement au fil des semaines. Chaque semaine, on interroge au hasard un éléve de la classe.
Pour tout entier naturel n non nul, on note A, 'événement «1’éleve a choisi « Approfondissement » la n-ieme
semaine » et p, la probabilité de 'évenement A,. On a alors p; =0,2.

1. Recopier I'arbre ci-dessous et remplacer chacun des quatre pointillés par la probabilité correspondante.
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Pn T

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, p,4+1 =0,5p, +0,2.
3. On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel » non nul par u, = p, —0,4.
a) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison 0,5 et préciser la valeur de son
premier terme u;.

b) En déduire pour tout entier naturel # 'expression de u, en fonction de r, puis 'expression de p, en
fonction de n.

¢) Déterminer la limite de la suite (u,) et interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

4. On considere I'algorithme suivant olt N est un entier :

P—0,2

Pour I allantde2a N
P—05P+0,2

Fin Pour

a) Donner la valeur de la variable P ala fin de 'exécution de cet algorithme lorsque N = 5.

b) Modifier I'algorithme afin qu'il calcule le numéro de la premiere semaine pour laquelle le
pourcentage des éleves de la classe ayant choisi « Approfondissement » dépasse 39,9.

¢) Enrésolvant une inéquation, déterminer a partir de combien de semaines, le pourcentage des éleves
de la classe ayant choisi « Approfondissement » dépasse 39,97

EXERCICE 16
Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée f’ de la fonction f définie sur ]0; +ool :
1 1
a) f(x)=xlnx-x; b) f(x):;+lnx; c) f(x)z%; d) f(x)=(Inx)?+2In(x)

EXERCICE 17

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) =5x —2xIn(x). On note € rsa courbe représentative dans un
repere orthonormé et T la tangente a la courbe 6 au point A d’abscisse e.
Quelle est la position relative de € ¢ par rapporta T?

EXERCICE 18

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo| par f(x) = x?In(x). On note € r sa courbe représentative dans un repere
du plan.

1. Onnote f’la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f'(x).
2. Soit a un réel strictement positif.

a) Montrer que la tangente a la courbe € au point A d’abscisse a a pour équation
y=QRaln(a)+a)x— a® (In(a) +1)
b) Déterminer a pour que la tangente a la courbe au point d’abscisse a passe par I'origine du repére.
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EXERCICE 19
. . PP Inx
Soit f la fonction définie sur I =]0; +oo[ par f(x) =1+ —

1. Résoudre sur I'intervalle I, I'inéquation f(x) = 1.

2. On désigne par f’ la fonction dérivée de la fonction f.
1-Inx
x2

a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, f'(x) =

b) Etudier les variations de la fonction f sur I.

3. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a. Donner la valeur arrondie au centieme de
a.

EXERCICE 20
PARTIE A : Etude d’une fonction

On consideére la fonction f définie pour tout réel x de l'intervalle [1;7,5] par f(x) = —x? + 11x —91n(x) — 10.
On note 6 la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé.

y

[4y]
A

NS
~
1

w

-
§
N

[uiy

\ €;

; ; .. , —2x>+11x-9
1. a) Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle [1;7,5],on a f'(x) = ———.

b) FEtudier le signe de f’(x) sur I'intervalle [1;7,5].
¢) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur cet intervalle.

2. Montrer que la courbe €y admet un unique point d’'inflexion dont on précisera I'abscisse.

PARTIE B : Application a I'’économie

Une entreprise fabrique des pieces. Sa production quotidienne varie entre 100 piéces et 750 piéces.
Le bénéfice de I'entreprise en milliers d’euro, pour x centaines de pieces fabriquées et vendues (1 < x < 7,5),
est modélisé par f(x), ou f est la fonction définie dans la partie A.

1. Déterminer le nombre de pieces que doit fabriquer I'entreprise afin d’obtenir le bénéfice maximal.
Calculer ce bénéfice maximal, arrondi a la centaine d’euro.

2. a) Justifier que I'équation f(x) = 0 admet une solution dans l'intervalle [7;7,5].

b) Recopier et compléter I'algorithme suivant pour déterminer un intervalle d’amplitude 102 de la
solution de I'équation f(x) =0.
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a7
b—175
Tant que b—a > 0,01

Fin Si
Fin Tant que

¢) Exécuter 'algorithme précédent en complétant le tableau ci-dessous.

TeES 4
Te ES-L

_a+b
2

m fim)a 1073 pres a

Initialisation 7

7,5

0,5

1 boucle « Tant que » 7,25

2¢ boucle « Tant que »

d) En déduire jusqu’a quel nombre de piéces fabriquées I'entreprise réalise un bénéfice.

EXERCICE 21

On considere la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par f(x) =2x — xIn(x) + 1 et on note

% sa courbe représentative dans le plan muni d’'un repére orthonormé.

La fonction f est deux fois dérivable sur l'intervalle ]0; +oo[, on note f’ sa fonction dérivée et f” sa fonction

dérivée seconde.

y T
,/ T~
n 4 T~
/

B/ \\\

/ N ¢S
1 \

AN
0 2 4 5 \\x
N

1. La tangente T a la courbe 6 au point A(1;3) coupe I'axe des ordonnées au point B (0;2). Déterminer

.

2. a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, f’'(x) =1—In(x).
b) Résoudre dans l'intervalle ]0; +oo[, 'inéquation 1 —In(x) < 0.
¢) Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle ]0; +o0].

3. Etudier la convexité de la fonction f.
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EXERCICE 22
PARTIE A
Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par f(x) =x(x—2Inx+1)+3

1. Calculer f'(x), ou f’ estla dérivée de la fonction f.
2. Etudier les variations de la fonction f'.

3. En déduire que la fonction f est monotone.

PARTIE B

On note 6 la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal.

y 65

[l
P
N

[um
1\

[ul
[\*]

um
an]

@
\

\

>

[\

0 2 4 5 X

1. Montrer que la courbe €y admet sur ]0; +oo[ une seule tangente passant par I'origine du repeére.
Tracer cette tangente dans le repére précédent.
2. a) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe €y au point A d’abscisse 1.

b) Etudier les positions relatives de la courbe 6 par rapport a la droite 7.

PARTIE C

Sur l'intervalle ]0 ; 5], le cotit de production, en milliers d’euro, pour x milliers d’articles fabriqués chaque
jour par une usine, est modélisé par f(x).

On note Cys(x) = m le coit moyen de production avec x €]0; 5].
X

Quel doit étre le prix de vente minimal d’un article pour assurer la rentabilité de cette production?

EXERCICE 23
. . PP . . . 16
Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par f(x) = 8In(x) + — —161n(2).
Sa courbe représentative, notée €, est tracée ci-dessous dans le plan muni d'un repére orthonormé.
PARTIE A

1. Onnote f'la dérivée de f. Calculer f'(x).
2. Donner le tableau de variation de la fonction f.
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PARTIE B

1. Ladroite d’équation y = x est tangente a la courbe 6 en un point A d’abscisse a.

8(a-2
a) Justifier que a est solution de I'équation (—2) =1
a
b) Déterminer la valeur de a.
2. Etudier la convexité de la fonction f.

3. Déduire des deux questions précédentes, I'ensemble solution de I'inéquation f(x) < x

EXERCICE 24

On considere la fonction f définie et dérivable sur I'intervalle ]0 ; +ool telle que pour tout réel x de cet
intervalle f(x) = (1+Inx)(2-1Inx) et dont la courbe représentative Cy est donnée ci-dessous.

1. a) Résoudre l'équation f(x) = 0. Les valeurs exactes sont demandées.

b) Etudier le signe de f(x) sur l'intervalle ]0 ; +ool.

1-21
2. a) On note [’ la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f’(x) et vérifier que f'(x) = Tnx pour

tout réel x de I'intervalle 10 ; +ool.
b) Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs du réel x.

¢) En déduire les variations de f. On précisera la valeur exacte du maximum de f etla valeur exacte de
x pour laquelle il est atteint.

3. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe Cy au point d’abscisse 1 et la tracer sur le
graphique.
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4. a) Donner le nombre de solutions de I’équation f(x) = 2.
b) Résoudre dans R I'équation (1+ X) (2—-X) =2.

¢) En déduire les solutions de 'équation f(x) = 2.

EXERCICE 25
PARTIE A

La courbe €%, tracée ci-dessous dans un repére orthogonal est la courbe représentative d'une fonction f
définie et dérivable sur l'intervalle I =]0; +oo|.

3 1
La tangente T ala courbe € au point A (1 ; 5) coupe 'axe des ordonnées au point B (0; —5)

1. Onnote f'la dérivée de la fonction f, déterminer f'(1).
2. Que représente le point A pour la courbe € ?

3. Une seule des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique de la dérivée seconde f” :
laquelle?

PARTIE B
3
La fonction f de la partie A est définie sur I =]0; +oo[ par f(x) = x2 x (5 — ln(x)).

1. Résoudre I'équation f(x) =0.
2. a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, f’'(x) =2x x (1 —In(x)).
b) Etudier les variations de la fonction f sur I'intervalle ]0; +ool.

3. Onnote f" la dérivée seconde de f sur]0;+oo[. Calculer f”(x) puis, étudier la convexité de la fonction f.
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ACTIVITE 1
Dans chacun des cas suivants, calculer 'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine compris entre la courbe
représentative de la fonction f, 'axe des abscisses et les droites d’équation x = -1 et x = 4.
5
1. f estlafonction définie pour tout réel x par f(x) = >

2. f estlafonction affine définie pour tout réel x par f(x) = —0,4x +3,6.

ACTIVITE 2

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = . On note € sa courbe représentative dans

) X>-2x+5
le plan muni d'un repére orthogonal

PARTIE A

1. Etudier le signe de f(x).
2. Onnote f'la dérivée de la fonction f. Calculer f'(x).

3. Donner le tableau des variations de la fonction f

PARTIE B

On cherche a déterminer un encadrement de l'aire «, exprimée en unité d’aire, du domaine compris entre
la courbe <€f, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = -1 et x = 3.

1. Al'aide du quadrillage, déterminer un encadrement de l'aire <.

y
T /7 ‘\
v N
/ ~N
el i gf
‘\\\~
1 0 2 X

2. ATaide des deux polygones, déterminer un encadrement de l'aire 7.

y
1

.

L
3

3. Encadrement par deux familles de rectangles.
On subdivise 'intervalle [-1;3] en 20 intervalles de méme amplitude Ax = 0,2.
Sur chacun des intervalles [x; xi+1] avec 0 < k < 20, le rectangle inscrit sous la courbe a pour longueur
le minimum de la fonction f sur lintervalle [xi;xr+1] et le rectangle circonscrit a pour longueur le
maximum de la fonction f sur le méme intervalle.
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y
10
Cr
1 0 1o 2 3 x
Ax:%

a) Compléter le tableau de valeurs suivant :

X 1 0,8 | -06 | -04 | -02 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1 100 25 100 25 4 25 1
f (i) 2 181 4 149 34 5 29
Xk 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 ><
f(x) <

b) Calculer I'aire «/;, somme des aires des rectangles inscrits et I'aire «/g, somme des aires des rectangles
circonscrits.

c¢) En déduire un encadrement de l'aire «f.

ACTIVITE 3

Le plan est muni d’un repere orthonormé (0O;7,7)d’unité graphique 1cm, a et b sont deux réels tels que
a<b.

Dans chaque cas, on considere une fonction f définie et positive sur l'intervalle [a; b].

€ désigne la courbe représentative de la fonction f dans le repere (0;7,7)et2 r le domaine compris entre
la courbe €, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = a et x = b.

FONCTION CONSTANTE :
Soit ¢ un réel positif. f estla fonction définie sur R par f(x) = c.

1. Exprimer en fonction de a et de b I'aire en cm? du domaine 2 - Cr

2. On considere la fonction F qui a tout réel x de l'intervalle [a; b],
associe 'aire o, du domaine hachuré.

a) Donner une expression de F en fonction de x.

~

v
N

b) Calculer F'(x) ol F' estla dérivée de la fonction F sur [a; b] ol ¥ a4

¢) Calculer F(b) — F(a). Que constate-t-on?

FONCTION AFFINE :
f est une fonction affine définie sur R par f(x) = mx+poumetp
sont des réels fixés avec m non nul. f est supposée positive sur [a; b]. Er |~

1. Exprimer en fonction de a et de b I'aire en cm? du domaine 2 [ ol

2. On considere la fonction F qui a tout réel x de l'intervalle [a; b], ‘S SRy (RS JRp
associe 'aire o, du domaine hachuré. ’<<

a) Donner une expression de F en fonction de x. =

o WAL

b) Calculer F'(x) ou F’ est la dérivée de la fonction F sur [a; b] ol 7 14

c) Calculer F(b) — F(a). Que constate-t-on?
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| INTEGRALE ET AIRE

1 UNITE D’AIRE y

Soit (0;7,7)un repeére orthogonal du plan. j K

Lunité d’aire, notée u.a, est l'aire du rectangle unitaire OIJK avec 1(0;1), J R

J(0; 1) et K(1;1). o | = I X

2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE ET POSITIVE

DEFINITION

Soit f une fonction définie, continue et positive sur un intervalle [a; b] et € sa courbe représentative
dans le plan muni d’un repere orthogonal (0;7,7).

Lintégrale de f entre a et b est 'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine 2 compris entre la courbe
€r, 'axe des abscisses et les droites d’équations x =a et x=b

b
Ce nombre est noté : f f(x)dx
a

REMARQUES
b
— f f(x)dx se lit «intégrale de a a b de f(x) dx» ou encore « somme de a a b de f(x)dx ».
a

b
— Lesréels a et b sont appelés les bornes de l'intégrale f fx)dx.
a
— Lavariable x est dite « muette », elle n'intervient pas dans le résultat. C’est a dire qu’'on peut la remplacer

b b b
par n'importe quelle autre variable distincte des lettres a et b : f fx)dx = f f(nde= f fwdu
a a a
a
— f f(x)dx =0, car le domaine 9y est alors réduit a un segment.
a

EXEMPLES (traités en activité)

4
1. Calculonsf (-=0,4x +3,6) dx. y
-1
La fonction affine f définie pour tout réel x par f(x) = —0,4x + 3,6 est 4
continue et positive sur I'intervalle [-1;4] €
4 3 \\f\
Lintégrale f (=0,4x+3,6) dx est égale a l'aire du trapéze ABCD. S
_1 . C
4 (AD+ BC) x AB
(-0,4x+3,6)dx = ——m—— 1
1 2 1
_ (4+2)x5 A B
2 N ) | 2 4 X
= 15
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2. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = —
X

4
—2x+

CALCUL INTEGRAL

[ est dérivable donc continue et strictement positive. Par conséquent,

TeES 4
Tee ES-L

= On note 6 sa courbe représentative.

3
f(x)dx est égale a l'aire, exprimée en

unités d’aire, du domaine 2 ; compris entre la courbe %f, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = —1 et

x=3.

a) Ledomaine 2 ' est encadré par des surfaces délimitées par des polygones
dont on peut calculer I'aire a I'aide d'un découpage en figures simples du

plan: triangle, carré, rectangle trapeéze.
Soient «f; l'aire du polygone inscrit ABLMP et o/ I'aire
circonscrit ABLRSP.

du polygone

— of1 est égal a la somme des aires du rectangle ABLP et du

. N 4%x0,5
triangle LMP d’'ou /1 =4 x 0,5+ - =3

— ofF est égal a la somme des aires du rectangle ABLP et du

4+1)x0,5
trapeze LRSP d’ou &/ =4 x 0,5+ L

3
On en déduit que 3 < f f)dx <3,25.
-1

b) Encadrement par deux familles de rectangles

=3,25

On subdivise l'intervalle [-1;3] en n intervalles de méme amplitude pour obtenir un encadrement de 'intégrale

3
f f(x)dx a partir de I'aire de deux familles de rectangles.
-1

1 y
Subdivision de l'intervalle [-1;3] avec un pas Ax = 3 1l
Sur chacun des intervalles [xj;x;.;] avec 0 < k < 8, le rectangle
inscrit sous la courbe a pour longueur le minimum de la fonction f
sur l'intervalle [xj;xj1] et le rectangle circonscrit a pour longueur le
maximum de la fonction f sur le méme intervalle.
Compte tenu des variations de la fonction f et des valeurs calculées ci- / Er
dessous,
o | L1 |3 2] 2| 3
Xk 2 2 2 2
1 16 4 16 1 16 4 16 1 ) 0 7 é e
fl) | 2 | 25| 5 | 17 17| 5 | 2| 2 b
Ax=1
Laire o/, somme des aires des rectangles inscrits est : T2
1 1 16 1 4 1 16 1 16 1 4 1 16 1 1 1 2449
A== X—F+—X—-F+—X—F—X—F+—X—F+—X—+—x—+—x—=——=288
2 2 25 2 5 2 17 2 17 2 5 2 25 2 2 2 850
Laire «/f, somme des aires des rectangles circonscrits est :
16 1 4 1 16 1 .1 16 1 4 1 16 1 1437
F=—X—+=-X—+—X=F+1x—-+lx-+—=x=-+-x—-+—x—-=—=3,38
25 2 5 2 17 2 2 2 17 2 5 2 25 2 425
2449 3 1437
On en déduit que —— sf f)dxs ——.
850 -1 425
En choisissant une subdivision de I'intervalle [-1;3] plus fine, on augmente la précision de I'encadrement.
3
Avec un pas Ax =0,1 on obtient 3,091 < f f(x)dx < 3,192.
-1
3
Avec un pas Ax = 0,01 on obtient 3,136 < f f(x)dx <3,147.
-1
Remarque :
3
— ATlaide de la calculatrice, on trouve f (7 dx =~ 3,1415927.
~1 x2-2x+5
L 3 4
— ATaide d'un logiciel de calcul formel, on obtient f (7) dx=um.
-1 x2-2x+5
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3 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE ET NEGATIVE

Si f est une fonction continue et négative sur un intervalle [a; b] alors, la fonction g définie sur l'intervalle [a; b] par
g = —f est une fonction continue et positive sur cet intervalle.

Par symétrie par rapport a I'axe des abscisses, I'aire du domaine 2 compris entre la courbe €, I'axe des abscisses et
les droites d’équations x = a et x = b est égale a I'aire du domaine 9 compris entre la courbe 6y, I'axe des abscisses
et les droites d’équations x = a et x = b.

//\y‘,
| '\ @
| J A naa.wW X Ve
i j R Luka ; i
a 0 i b X
| | [ 6

DEFINITION

Soit f une fonction définie, continue et négative sur un intervalle [a; b] et ‘67 sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repeére orthogonal (0;7,7).
Lintégrale de la fonction f entre a et b est égale a 'opposé de l'aire of, exprimée en unités d’aire, du domaine Y

compris entre la courbe €, I'axe des abscisses et les droites d’équations x =aetx=b:

b
f fdx=-of
a

4 LIEN ENTRE INTEGRALE ET DERIVEE

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. On peut définir une nouvelle fonction F qui a tout réel x de
X

I'intervalle [a; b], associe I'intégrale de f entre a et x : F(x) = f fde
a

THEOREME (admis)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].

X
La fonction F définie sur [a; b] par F(x) = f f(t)dt est dérivable sur [a; b] et a pour dérivée f.
a

EXEMPLE

1 5 31
Soit f la fonction défini I'int lle [-1;4 =—— —. !
oit f la fonction définie sur l'intervalle [ ] par f(x) 2x+ 2 ,'\
Si x est un réel de I'intervalle [—1;4], la fonction F définie par

X
F(x) = f f(t)dt est égale a l'aire du trapéze colorié.
-1

B+(-05x+25) x (x+1)  x* Lox 1
5 =
La fonction F est dérivable sur [-1;4] et F'(x) = —

On adonc F(x) =

+

\Sl|

'

—

o

—

o4

>< e = - - -
w

'S

4
X
2
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Il PRIMITIVES D’UNE FONCTION CONTINUE

1 DEFINITION

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Une primitive de f sur I est une fonction F dérivable sur I et telle que pour tout réel x de I, F'(x) = f(x).

EXEMPLE

f estlafonction définie sur R par f(x) =5-3x

3 3
Les fonctions F et G définies sur R par F(x) = - Exz +5xet G(x) = - Exz +5x — /2 sont des primitives de f sur R.

3
De facon générale, toute fonction G définie sur R par G(x) = - Exz +5x+c, ol c est un réel, est une primitive de f sur
R.

2 ENSEMBLE DES PRIMITIVES D’UNE FONCTION

PROPRIETE (admise)

‘ Toute fonction f continue sur un intervalle / admet des primitives sur I. ‘

THEOREME

Si F est une primitive de f sur un intervalle I, alors les primitives de f sur I sont les fonctions G définies pour tout
réel x de I par G(x) = F(x) + k ol k est un réel.

# DEMONSTRATION

— Soient F une primitive de la fonction f sur I et k est un réel.

Si pour tout réel x de I, G est la fonction définie par G(x) = F(x) + k, alors G'(x) = F'(x) + 0 = f(x) donc G est aussi
une primitive de f sur I.

— Soient G et F deux primitives de f sur I.
On consideére la fonction H définie sur I par H(x) = G(x) — F(x), alors H est dérivable sur I et

HX)=GCx)-Fx)=fx)-fx)=0

La dérivée H' est la fonction nulle sur I ce qui signifie que H est une fonction constante sur I.
Ainsi, pour tout réel x de I, H(x) = k ol k est un réel. Soit G(x) — F(x) = k donc G(x) = F(x) + k.

INTERPRETATION GRAPHIQUE

Si on connait la courbe € représentative d’'une primitive de f sur I,
alors les courbes des primitives de f sur I se déduisent de € par une
translation de vecteur kj ou k est un réel.

Un point M(xp; o) étant donné, il n'existe qu'une seule courbe 6r de la
famille passant par ce point.
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3 PRIMITIVE VERIFIANT UNE CONDITION

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I. Soit xp un réel de l'intervalle I et yp un réel
quelconque.
Il existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xp) = ¥o.

Al

3% DEMONSTRATION

Si G est une primitive de f sur I, alors toute primitive F de f sur I est définie par F(x) = G(x) + k avec k réel.
La condition F(xp) = yg s'écrit G(xp) + k = yp d’'ou k = yp — G(xp).
1l existe donc une seule primitive F de f sur I telle que F(xp) = yo, définie par F(x) = G(x) + yo — G(xp).

Il CALCUL DE PRIMITIVES

1 PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES

f estdéfiniesur I par... Une primitive F est donnée par ... Validité
f(x) = a (a est un réel) F(x)=ax sur R
1
_ F(x)==-x% sur R
fx)=x (x) 5%
n+1
f(x) = x" (n est un entier naturel) F(x)= —— sur R
flx) = 1 F(x) =In(x) sur ]0; +oo|
x
1 1 . ]
f(x)=ﬁ (n entier, n>1) F(X):_m sur | —oo; 0[ ou sur ]0; +oo[
f) = L F(x)=2vx sur ]0; +oo[
X
f()C) =e" F(x) = e~ sur R

2 LINEARITE

— Si F et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur un intervalle I, alors F + G est une primitive de
f+gsurl.

— Si F est une primitive de la fonction f sur un intervalle I et @ un réel, alors aF est une primitive de a f sur I.

# DEMONSTRATION

Si F et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur I, alors F + G et aF sont dérivables sur I.
— (F+G)=F'+G' = f+gdonc F + G est une primitive de f + g sur I.
— (aF) =aF' = af donc aF est une primitive de a f sur I.
EXEMPLE

3
Soit f la fonction définie sur ]0; +ool par f(x) = x2-=.

X

3
X

La fonction u définie par u(x) = x*> admet comme primitive la fonction U définie par U(x) = 3

1
Sur l'intervalle ]0; +ool la fonction x — — admet pour primitive la fonction x — Inx. Donc sur I'intervalle ]0; +oo[ la
X

fonction v définie par v(x) = —— admet comme primitive la fonction V définie par V(x) = -3In x.
X

3
X
Donc la fonction f = u+ v admet comme primitive la fonction F = U + V définie par F(x) = 3 3lnx.
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3 PRIMITIVES DES FORMES USUELLES

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et u’ sa dérivée.

Fonction f Une primitive F est donnée par...
f =uu F= luz
2
, . un+1
f=u'u" nentier, n>0 F=
n+1
— U
f=u'e" F=e
u' 1
f= 7z u ne s'annule pas sur [ F= ~
u' P 1
f=—, (nentier, n>2) une s'annule pas sur [ T T m—Dun!
EXEMPLE

Déterminer la primitive F de la fonction f définie sur R par f(x) = xel™ telle que F(1) =
Soit u la fonction définie pour tout réel x par u(x) =1— x2 alors u'(x) = -2x.

1
Ona: f(x) = —5 (—2x) x e!** soit f = -3 u' et

. sy . P . 2 —_ 2 N 2 \ 2 .
Une primitive de f sur IR est la fonction F définie pour tout réel x, par F(x) = —= e! ™ +c ol1 ¢ est un réel a déterminer.

1 1
OrF1)=0 < _§+C:0 — CZE'
1
Ainsi, la primitive de la fonction f est la fonction définie sur R par: F(x) = — 3 el ™ +

IV INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE

1 DEFINITION

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et F une primitive de la fonction f sur [a; b].
Lintégrale de f entre a et b est le nombre réel égal a F(b) — F(a) :

b
f fx)dx = F(b)—F(a)
a

REMARQUES

b b b

— Ladifférence F(b) - F(a) se note [F(x)] ; ainsi f fx)dx= [F(x)] = F(b) - F(a).
a a a

— Le choix de la primitive F n’influe pas sur la valeur de I'intégrale.

En effet, si G est une autre primitive de f sur I, il existe un réel k tel que G(x) = F(x) + k d’out

G(b) - G(a) = (F(b) + k) — (F(a) + k) = F(b) - F(a)

b
— Si f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] alors 'intégrale f f(x)dx = F(b) — F(a) est'aire,

a
exprimée en unité d’aire, du domaine compris entre la courbe 6, I'axe des abscisses et les droites d’équation
x=aetx=Dhb.

EXEMPLE

x? el®
dx= ——ln(x)——]
2 X1

(=) (% -
2 € 2 1

2

e 5
2 2
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2 PREMIERES PROPRIETES

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. Pour tout réel a appartenant a I.

a
f f)dx=0
a

Preuve :
Soit F une primitive de f sur I.

a
f fx)dx=F(a)—F(a)=0
a

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, a et b deux réels appartenant a /.

b a
f f(x)dxz—f flodx
a b

Preuve :
Soit F une primitive de f sur I.

b a
f fx)dx=F((b)-F(a) et f f(x)dx = F(a)— F(b)
a b

V PROPRIETES DE L'INTEGRALE

1 POSITIVITE

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels appartenant a /.

b
Sia<bet f=0surl'intervalle [a; b], alors f f)dx=o0.
a

3% DEMONSTRATION

Soit F une primitive de f sur I. Pour tout réel x de l'intervalle I, F'(x) = f(x).
Or f =0 sur l'intervalle [a; b] donc F est croissante sur [a; b]. Par conséquent, si a < b, alors F(a) < F(b).

b
On en déduit que F(b) — F(a) =0 etf fx)dx=0.
a

Attention la réciproque est fausse :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —x* +3x +1

3 3

3 x 3
f (-x*+3x+1) dx=|-=+=x*+x
_2 3 2

-2
27 ) (8 ) 5
-9+ —+3|-|-+6-2|=~
2 3 6

3
Ainsi[ f(x)dx =0 mais f(-1) =-3.
-2

On démontre de maniére analogue la propriété suivante :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels appartenant a /.

b
Sia<bet f<0surl'intervalle [a; b], alors f fdx<o.
a

2 LINEARITE

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R. Pour tous réels a et b appartenant a I, et pour tout
réel a

b b b b b
f (fx)+gx) dxzf f(x)dx+/ glx)dx et f af(x)dxza/ fx)dx
a a a a a

3% DEMONSTRATION
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1. SiF et G sont deux primitives respectives des fonctions f et g sur I, alors F+ G est une primitive sur I dela fonction
f+s

b
f (f(0) +g(x) dx = (F(b) + G(b)) - (F(a) + G(a))
a
= (F(b) - F(a)) + (G(b) - G(a))

b b
=f f(x) dx+f gx)dx
a a

2. Soit F une primitive de f sur I et @ un réel.

b
f kf(t)dt=aF(b)-aF(a)
a

=a(F(b) - F(a)

b
=af flodx
a

3 RELATION DE CHASLES

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. Pour tous réels a, b et ¢ appartenant a /

b c b
ff(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx

% DEMONSTRATION

Soit F une primitive de f sur I. Pour tous réels a, b et c appartenant a /

c b
ff(x)dx+f f(x)dx=(F(c) - F(a)) + (F(b) - F(c))
a [

=F(b) - F(a)

b
=f fx)dx
a

INTERPRETATION GRAPHIQUE :

Dans le cas ou f est une fonction continue et positive sur [a; b].
Laire du domaine compris entre la courbe €, I'axe des abscisses et
les droites d’équations x = a et x = b est égale a la somme des aires du
domaine compris entre la courbe %f, I’axe des abscisses et les droites
d’équations x = a et x = ¢ et du domaine compris entre la courbe €,
I'axe des abscisses et les droites d’équations x = c et x = b.

4 ORDRE

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b deux réels appartenant a [ tels que a < b.

b b
Si pour tout réel x appartenant a [a; b], f(x) < g(x), alors f f)dx < f g(x)dx
a a

3 DEMONSTRATION

Si pour tout réel x appartenant a [a; b], f(x) < g(x), alors f(x) — g(x) <0. Comme f et g sont deux fonctions continues
sur [a; b], la fonction f — g est continue sur [a; b].
Par conséquent, sia< bet f — g <0alors

b b b
f (f—g)(x)dx<0<=>f f(x)dx—f gx)dx<0
a a a

Attention la réciproque est fausse :
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Considérons les fonctions f et g définies sur R par f(x) =4—x? et g(x) = x* + x—2.

3 3 3
f (4-x*)dx= 4x——]
4 3 —4
27 64
=|12-=|-|-16+ —
3 3
_ 7
3
et
3 2 42 3
f (P +x-2)dx=|"+=-2x
—4 3 2 -4
27 9 64 16
=|—+—--6|—-[-—+—+8
3 2 3 2
77
6

3 3
Ainsi, f fx)dx < f g(x)dx mais nous ne pouvons pas conclure
4

que sur_l’intervalle [—4;3], f(x) < g(x) comme on peut le constater
sur le graphique ci-contre.

VI INTEGRALE ET MOYENNE

1 |INEGALITES DE LA MOYENNE

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a; b] de R (a < b). Soit m et M deux réels.
Si pour tout réel x appartenant a l'intervalle [a; b], m < f(x) < M, alors :

b
mx(b—a)sf fx)dx<sMx(b—a)
a

# DEMONSTRATION

Les fonctions définies sur [a; b] par x — m et x — M sont constantes donc continues.
Sipour toutréel x appartenanta [a; b] (a< b), m < f(x) < M, alors d’aprés la propriété de l'intégration d'une inégalité :

b b b b b b
f mdxsf f(x)dxsf de(:»mf dxsf f(x)dstf dx
a a a a a a

b
— mx(b—a)sf fX)dx<sMx(b—a)
a

y
INTERPRETATION GRAPHIQUE : €r
N . . - M
Dans le cas o1 f est une fonction continue et positive sur [a; b]
Laire du domaine compris entre la courbe €, 'axe des abscisses et %&
les droites d’équation x = a et x = b est comprise entre les aires des
rectangles Ry et Ry :
Ry decotés metb—a;
R, de cO6tés M et b— a. -
a 0 l b X
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Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a; b] de R (a< b).

1 b
On appelle valeur moyenne de f sur [a; b] le réel p = 7—a f f(x)dx
—a a

INTERPRETATION GRAPHIQUE :
Dans le cas ol f est une fonction continue et positive sur [a; b]

Laire du domaine compris entre la courbe <€f, I’axe des abscisses et
les droites d’équation x = a et x = b est égale a I'aire du rectangle de

cotés uetb—a.
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EXERCICE 1

1. Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) = —x> +3x—1 et g(x) = —2x+3.
Vérifier que g est la dérivée de f. Trouver d’autres fonctions ayant g pour dérivée.

2. Dans chacun des cas suivants, trouver une fonction F ayant pour dérivée la fonction f sur I'intervalle I.

a) f(x)=3x-2 (I=R) b) fx)=2x>+x-1 (I=R) o fx)=x> I=R)
2
O f0== U=10;+o0] e f)== (I=10;+o0]) B fo=e (=R)
X
EXERCICE 2
P+x+1 1
Soit F et G les fonctions définies sur ] —1;+oo[ par: F(x) = ——— et G(x) = x—2+ ——
x+1 x+1

Montrer que F et G sont deux primitives sur | — 1; +oco[ d'une méme fonction f que I'on précisera.

EXERCICE 3

Une primitive sur R d’'une fonction f est définie par F(x) = Zox32 On a tracé ci-dessous, la courbe représentative
X% —2x

d’une autre primitive G de f.

1. Donner I'expression de G(x).
2. Déterminer f(1).

EXERCICE 4

Dans chaque cas, trouver une primitive F de la fonction f.

1
1. f estdéfinie sur R par f(x) = x> —3x+ —.

2
2. f est définie sur ]0; +oo[ par f(x) =2x> —1- %
3. f estdéfinie sur ]0; +oo[ par f(x) = g - %
4. f est définie sur ]0; +ool par f(x) = 32 _X + i
xs 2 3x

5. f estdéfinie sur R par f(x) =2e™".

EXERCICE 5
Dans chacun des cas suivants, calculer la primitive F de la fonction f qui vérifie la condition donnée.
1. f estdéfinie sur R par f(x) = 3x2+2x—1 et F(-2)=0.

1 1
2. f estdéfinie sur ]0; +oo[ par f(x) =1-——— et F(1)=-1.
X x

1
3. f est définie sur R par f(x) = 2x—1)? et F(_E) =0.
e’~ 1
4. f estdéfinie sur R par f(x) =1- > et F(0) = ~5
1
5. f est définie sur R par f(x) = % et F(-1)=-.
(x2+1) 4
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EXERCICE 6

Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes :

2
1. A:f x2—3x+1) dx

EXERCICE 7

Soit f une fonction définie et dérivable sur 'intervalle ]0; +oo[. On sait que f(2) = —4 et que le signe de la fonction f
est donné par le tableau suivant :

signe de f(x) - 0 +

PARTIE A

1
1. Soit F la primitive de la fonction fonction f sur I'intervalle ]0; +ool telle que F(4) = >

On note ¥ la courbe représentative de la fonction F.

a) Donner le tableau de variations de la fonction F.

b) On suppose que la courbe € passe par le point A(2;3).
Donner une équation de la tangente a la courbe ¥ au point A.

PARTIE B

12 16

[f estla fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par f(x)=1-— - —
x> x

1
1. a) Calculer la primitive F de la fonction f sur I'intervalle ]0; +oo] telle que F(4) = >

b) Vérifier que la tangente a la courbe représentative de la fonction F au point d’abscisse 2 a pour équation y =
—4x+11.

2. Etudier la convexité de la fonction F

EXERCICE 8

2

1. Calculer I'intégrale f e*—e ™ dx.
-2

2. Peut-on en déduire que la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = e¥ —e™* est constante sur l'intervalle
[-2;2]?

EXERCICE 9

La courbe 6 tracée ci-dessous est la représentation graphique d’'une fonction f définie et dérivable sur R.
La tangente T ala courbe € au point A passe par le point de coordonnées (4;3).
On note [’ la dérivée de la fonction fonction f et F une primitive de la fonction fonction f.
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e
7N
7z

—

. Déterminer f’(3) et f'(5).

2. Donner le tableau de variations de la fonction F.
5

3. Donner un encadrement de l'intégrale f f(x) dx.
1

4. Une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f’ et une autre celle de la fonction
F.

a) Déterminer la courbe associée a la fonction f et celle qui est associée a la fonction F.

y y
1 - \ A
b P ™~ Ci =
8 20/ o N 4 x B
N 3] 2] No R EERRN x
N
2 2 c
y
= ) \
/
/ \
IR e 4 6 \ 7 |x
B \
/ \
L1
// L6
/ \

b) En déduire la valeur exacte de I'aire du domaine colorié.

¢) La courbe représentative de la fonction F admet-elle des points d’inflexion?

EXERCICE 10
2
x
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0;9] par f(x) = 3x— 5 et € sa courbe représentative dans le plan muni d’'un

repere orthogonal.
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Cy
0 1 2 3 4 5 6 a’v 8 9 X

Lobjet de cet exercice est de déterminer I'abscisse a du point M de la parabole 6 telle que I'aire du triangle hachuré
soit égale a la moitié de I'aire du domaine délimité par la courbe Cy, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = 0
etx=a.

1. Quelle est 'ordonnée du point M de la parabole € d’abscisse a? En déduire l'aire T en fonction de a du triangle
hachuré.

2. Exprimer l'aire «/ en fonction de a du domaine délimité par la courbe Cy, I'axe des abscisses et les droites
d’équation x=0et x = a.

3. Déterminer a pour que «f =2T.

EXERCICE 11

La courbe €6 tracée ci-dessous dans le plan muni d’'un repeére orthogonal est la courbe représentative d'une fonction
f définie et dérivable sur R.
La droite T est tangente a la courbe 6 au point d’abscisse 0.

y T

V01 S

N

N
-

—
o
\H

PARTIE A - Lecture graphique

1. On désigne par f’la fonction dérivée de la fonction f. Par lecture graphique, déterminer f’(0).

2. Soit F une primitive de f. Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier
la réponse.

PROPOSITION A : Sur I'intervalle [5;+oo[, la fonction F est croissante.
PROPOSITIONB : F(—1) < F(0).
PROPOSITIONC : 12< F(5)— F(0) <18.

PARTIE B - Calcul d’aire

La fonction f est définie pour tout réel x par f(x) = 4xe™%**,
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~04x avec a et b deux nombres réels.

1. On cherche une primitive F de la fonction f de la forme F(x) = (ax+ b)e
-04a = 4
a) Montrer que a et b sont solutions du systeme d’équations suivant : { a- g’ 4Z - 0

b) Calculer a et b et donner 'expression de F(x).

2. Onnote « l'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine colorié sur le graphique. Déterminer la valeur exacte de <.

EXERCICE 12

On considere la fonction f définie sur R par f(x) =2e! 705 4+ x -2,
On note 6y la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du plan.( Unités graphiques : 2cm sur 'axe des
abscisses et 1cm sur ’axe des ordonnées)

a4

1. a) Calculer f'(x) ou f’ est la fonction dérivée de f, puis étudier son signe.

b) En déduire le tableau de variation de la fonction f.
2. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe € au point d’abscisse 0.
3. a) Ftudier la convexité de la fonction f.

b) En déduire la position relative de la tangente T par rapport a la courbe €.

4. Déterminer la valeur exacte de 'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine limité par <€f, T I'axe des ordonnées

etla droite d’équation x = 2.

Donner une valeur approchée arrondie au centiéme pres de cette aire en cm?.

EXERCICE 13
PARTIE A
Soit f une fonction définie pour tout réel x de l'intervalle [0; 1] par f(x) = xer 1,

1. Montrer que pour tout réel x € [0;1], f(x) < x.

. Onnote f’la dérivée de la fonction f. Calculer f'(x).

2

3. Montrer que la fonction f est strictement croissante.

4. Montrer que I'équation f(x) = 0,5 possede une unique solution a sur l'intervalle [0; 1].
5

. Vérifier que la fonction F définie pour tout réel x de I'intervalle [0;1] par F(x) = (x—1) e* ! estune primitive de la
fonction f.

PARTIE B

La courbe 6%, représentative de la fonction f, est la courbe de Lorenz qui modélise la répartition des salaires d’'une
entreprise.
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— sur I'axe des abscisses, x représente le pourcentage cumulé (sous forme décimale) des employés ayant les salaires
les plus faibles par rapport a I'effectif total de I'entreprise;

— sur l'axe des ordonnées, f(x) représente le pourcentage (sous forme décimale) de la masse salariale
correspondante.

Par exemple f(0,5) = 0,303 signifie que : « environ 30,3% de la masse salariale est détenue par la moitié des employés

ayant les salaires les plus faibles ».

1. Déterminer la proportion des employés ayant les salaires les plus faibles qui détiennent 50 % de la masse salariale.
(On donnera le résultat arrondi a 0,1% pres.)

2. Onmesure I'inégalité de la répartition en comparant I'écart entre la situation d’équité parfaite et la situation réelle.

On définit alors I'indice de Gini noté y par y =2 x </, ol &f est |'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine hachuré
compris entre le segment [OA] et la courbe de Lorenz 6.

1
a) Montrerquey =1-2x f f(x)dx.
0

b) Calculer y. (On donnera la valeur exacte de'y et la valeur arrondie a 1073 pres.)

EXERCICE 14
PARTIE A : Lecture graphique

On donne ci-dessous, la courbe 6 représentative d’une fonction f définie et dérivable sur R dans le plan muni d'un
repere orthonormé.
La tangente a la courbe € au point A d’abscisse —1 est parallele a I'axe des abscisses.
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Pour chacune des questions qui suivent, toute réponse sera justifiée.
1. Donner la valeur de f'(-1).
2. Déterminer le signe de f’(4).

3. Déterminer une valeur approchée a l'unité preés de I'aire du domaine hachuré.

PARTIE B : Etude d’une fonction

La fonction f est définie pour tout réel x par f(x) = (x +6) e %%,
On note [’ sa fonction dérivée et on admet que pour tout réel x, on a f'(x) = (-0,2x—0,2) e 02x,
1. Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.
2. a) Montrer que f”(x) = (0,04x - 0,16) e "%, pour tout réel x.
b) Ftudier la convexité de la fonction f.
¢) Montrer que la courbe représentative de f admet un point d’inflexion et déterminer ses coordonnées.

3. a) Démontrer que la fonction F définie pour tout réel x par F(x) = (—5x —55) %% est une primitive de f sur R.

5
b) Calculer I'intégrale I = f f(x)dx; on donnera la valeur exacte et la valeur arrondie au centieme pres.
3

PARTIE C : Application économique

La fonction de demande d'un produit est modélisée sur I'intervalle [1;8] par la fonction f étudiée dans la partie B.
Le nombre f(x) représente la quantité demandée, exprimée en centaines de milliers d’ objets, lorsque le prix unitaire
est égal a x euros.

1. Calculer le nombre d’objets demandés, au millier pres, lorsque le prix unitaire est fixé a 4 euros.

2. En utilisant les résultats de la partie B, déterminer la demande moyenne arrondie au millier d’objets pres, lorsque
le prix unitaire varie entre 3 et 5 euros.

3. Lélasticité E(x) de la demande par rapport au prix est le pourcentage de variation de la demande pour une
augmentation de 1 % du prix. On admet qu'une bonne approximation de E(x) est donnée par :

')

E =
(x) i)

X X sur [1;8]

Calculer E(4). Interpréter le résultat.

EXERCICE 15
Les fonctions d’offre et de demande d'un produit sont définies sur [0;10] par :
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— fonction d’offre f(x) = ei=2 ;

— fonction demande g(x) = €?75.

Ou x est la quantité en milliers d’articles et f(x) et g(x) sont des prix unitaires en euros.

1. Etudier les variations des fonctions f et g.

2. Les courbes représentatives des fonctions f et g sont données ci-dessous. Au point E d’équilibre du marché, le prix
po en euro demandé par les consommateurs est égal au prix d’offre des producteurs et la quantité échangée sur le
marché en milliers d’articles est égale a .

pri offre
N /
N
6 \\
\\\ //

(4]
/

/

\§)

» demande

[ i

N

qo quantité

Calculer la quantité d’équilibre gy en nombre d’articles et le prix d’équilibre pg arrondi au centime d’euro pres.
qo0
3. On consideére les nombres I = f g(x)dx et J = poqo. Donner une interprétation graphique de I — J.
0

4. On admet que la quantité d’équilibre gy est de 6 milliers d’articles.

6
a) Exprimé en milliers d’euros, le surplus des consommateurs, est donné par S; = f g(x)dx —6e. Déterminer le
0
surplus des consommateurs arrondi a I'euro pres.

b) Laire S, du domaine hachuré représente en milliers d’euros, le surplus des producteurs. Déterminer le surplus
des producteurs arrondi a I'euro pres.

EXERCICE 16

PARTIE A - Etude d’une fonction

21 +1
Soit f la fonction définie sur 'intervalle ]0 ; +ool par f(x) = &

On donne ci-dessous sa courbe représentative €y dans un repere orthogonal.

y

[

\\\
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1. a) Calculer f'(x).
b) Ftudierle signe de f'(x) et en déduire le tableau de variations de la fonction f.
2. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe € au point A d’abscisse 1.
3. Montrer que, sur I'intervalle ]0; +ool, la courbe <€f admet un unique point d’inflexion dont on précisera ’abscisse.

4. a) Déterminer une primitive F de la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +ool.

1 1
On pourra remarquer que f(x) =2 x — xIn(x) + —.
X x
1 13
b) SoitI= 1 f f(x)dx. Déterminer la valeur exacte de I, puis en donner une valeur approchée au centiéme pres.
1

PARTIE B - Application économique
Dans cette partie, on pourra utiliser certains résultats de la partie B.

Une entreprise de sous-traitance fabrique des piéces pour I'industrie automobile. Sa production pour ce type de
pieces varie entre 1000 et 5000 piéces par semaine, selon la demande.

On suppose que toutes les pieces produites sont vendues.

Le bénéfice unitaire, en fonction du nombre de pieces produites par semaine, peut étre modélisé par la fonction f
définie dans la partie B, avec x exprimé en milliers de pieces et f(x) exprimé en euros.

1. Déterminer, au centime pres, la valeur moyenne du bénéfice unitaire pour une production hebdomadaire
comprise entre 1000 et 5000 pieces.

2. Pour quelle(s) production(s), arrondie(s) a l'unité pres, obtient-on un bénéfice unitaire égal a 1,05 €?
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I INTRODUCTION

A

Dans différents domaines on est amené a étudier des variables aléatoires pouvant prendre théoriquement toute valeur
réelle d'un intervalle I de R. Ces variables aléatoires sont dites continues.
C’est le cas, par exemple, de la durée du temps d’attente aux consultations d'un hopital fictif.

Temps d’attente
(en minutes)
Fréquences 0,064 0,152 0,192 0,192 0,166 0,123 0,074 0,032 0,005

[0;10[ [10;20[ | [20;30[ | [30;40[ | [40;50[ | [50;60[ | [60;70[ | [70;80[ | [80;90]

La série statistique a caractere quantitatif continu est représentée par un histogramme constitué d'une juxtaposition
de rectangles dont les aires sont proportionnelles aux fréquences.

] |
/0/
0,05 |
ohs oks
v
oho 056
/)
0,05 0.5 /{/
0 =
o [T T T [T Tl T Tk . os o i3
Histogramme Polygone des fréquences cumulées

On modélise la situation a I'aide d'une variable aléatoire X mesurant la durée en heure du temps d’attente aux
consultations de cet hopital avec X € [0;1,5].

Pour une telle variable aléatoire, les événements étudiés sont ceux qui correspondent a des intervalles du type X €
[0;0,3],05<s X <1louX>0,5.

Le calcul de la probabilité P (X = 0,345) que le temps d’attente soit exactement de 20 minutes et 42 secondes n’a pas
de sens.

Dans le cas d'une variable aléatoire continue le polygone des fréquences cumulées croissantes est remplacé par la
courbe représentative de la fonction de répartition F permettant de calculer des probabilités.

X
On suppose que la fonction F est définie sur l'intervalle [0;1,5] par F(x) = f f(t)dt ou f estla fonction définie sur
0
641> 641> 16t

[0;1,5] par f(#) = > "9 + 5 On dit que f est la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire X.
] )
/’J\L\ X //
the / N P <p+Fw=| |fu)d . e
/ L 0 g
/
wl :
/ - (9 M S ) S S A
/ — N\ |
050 F(x) S 4
/ N\ \
obs |/ N\ ) / [
/ AN / !
0 ‘ N ol \
‘ ‘ ‘ ‘ ‘0J5 bC 10 s |t 05 [x 1,0 15 |t
Fonction de densité Fonction de répartition

Ainsi, pour tout réel x de I'intervalle [0;1,5], F(x) est I'aire du domaine compris entre la courbe représentative de la
fonction de densité f, les axes du repére et la droite d’équation ¢ = x.
On en déduit que :

0,3
— P(X<03)=F(0,3) = f()dt=0,1808.
0

1
— P(O,5SXS1)=F(1)—F(0,5)=[ f(l')dtzE.
0,5 27

05 16
— P(X>05=1-P(X<05=1-FO05 =1-| f(dr=_.
0
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Il DENSITE DE PROBABILITE ET LOI DE PROBABILITE
1 VARIABLE ALEATOIRE CONTINUE

Une variable aléatoire pouvant prendre toute valeur d'un intervalle I de R est dite continue.

2 FONCTION DE DENSITE

Soit I un intervalle de R. On appelle fonction de densité de probabilité sur I toute fonction f définie, continue et
positive sur I telle que I'intégrale de f sur I soit égale a 1.

EXEMPLE

- . o 3 . 641> 641 161 .
Vérifions que la fonction f définie pour tout réel ¢ de l'intervalle [0;1,5] par f(f) = — - ——+ 5 est une fonction

27 9
de densité de probabilité sur [0;1,5].
— Lafonction f est dérivable sur [0;1,5] donc continue.

64’ 641> 16t 16r(4r*—12r+9) 16t (21 —3)?
— Pourtoutréel t, — - ——+ — = = .
27 9 3 27 27

Par conséquent, la fonction f est positive sur l'intervalle [0;1,5].

Lo . . o 16t* 6413 812 |
— Une primitive de la fonction f est la fonction F définie sur sur [0;1,5] par F(f) = > T o + Y d’ou

1,5
f)dt=F(Q1,5) -F0) =1

Ainsi, f est une fonction de densité de probabilité sur [0;1,5]

3 LOI DE PROBABILITE

Soit f une fonction de densité de probabilité sur un intervalle 1.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi de probabilité de densité f surl'intervalle I lorsque, pour tout intervalle
[a; b] inclus dans I, 1a probabilité de 'événement X € [a; b] est :

b
P(Xe[a;b]):P(asXsb):f f(nde
a

REMARQUE

P(a< X < b) est la mesure, en unités d’aire, de I'aire du domaine compris entre la courbe 6 représentative de la
fonction f, 'axe des abscisses et les droites d’équation x = a et x = b.
On areprésenté ci-dessous la courbe représentative de la fonction de densité étudiée dans I'exemple précédent.

L [ 1]
—\
ho 4 h
/
el |/
0,50 / Pa<X<bh) \\\
/ \
N\
/ N
. ‘ N
al [ds [ [ [pl [ 15

On observe sur cet exemple, que la fonction f prend des valeurs supérieures a 1 sur I'intervalle [0;1,5] : c’est possible
car f(x) n'est pas une probabilité, c’est une densité de probabilité.
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PROPRIETES

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de probabilité de densité f sur un intervalle /.
Pour tous réels a et b appartenant a [

a
1. P(Xza)zf f(ryde=0

a
2. PlasX<sbhb)=Pa<X<sb)=PasX<b)=P(a<X<b)
3. PXza)=P(X>a)=1-P(X<a)

4 ESPERANCE MATHEMATIQUE

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité de densité f sur l'intervalle [a;b], alors 'espérance
mathématique de X est le réel

b
E(X):f tx f(de
a

EXEMPLE

Calculons I'espérance mathématique de la variable aléatoire X mesurant la durée en heure du temps d’attente aux
641> 641> 161

consultations dont la fonction de densité f est définie sur [0;1,5] par f(#) = > "o + 3
156414 6413 1612
EX) = - + dr
0 27 9 3
~ [64t5 1604 16697
1135 9 9 |
=3,6-9+6
=0,6

Le temps d’attente moyen aux consultations est de 0,6 h soit 36 minutes.

5 PROBABILITE CONDITIONNELLE

Soient X une variable aléatoire suivant une loi de probabilité de densité f sur un intervalle I, J; et J, deux
intervalles de I tel que P (X € J;) #0.
La probabilité conditionnelle de I'événement X € J, sachant que 'évenement X € J; est réalisé est :

P(XeinJ)

Pxej (X€ )= PX el

EXEMPLE

Calculons la probabilité que le temps d’attente d'une personne soit inférieur a une heure sachant qu’elle a patienté
plus d’'une demi-heure.
Il s’agit de calculer la probabilité conditionnelle Px~¢5 (X < 1). J1 =10,5;1,5], J» = [0;1[ et J; N J» =]0,5;1[ d’olt

13
p (X<l)_P(0,5<X<1)_E_13_08125
X205 T P(X>05 16 16
27

Ainsi, la probabilité que le temps d’attente d'une personne qui a patienté plus d'une demi-heure soit inférieur a une
heure est égale a 0,8125.

Il LOI UNIFORME

1 DEFINITION

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Dire qu'une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a; b] signifie que sa densité de probabilité

1
est la fonction f définie sur [a; b] par f(t) = —a
—-a
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REMARQUE
1 - — — —
b-a | |
| |
| |
| |
| |
0 a b

La fonction f définie sur [a; b] par f(f) = est une densité de probabilité sur [a; b] :

b-a
— [ est continue et positive sur [a; b].

b b
_f dt:[ t b a
a b—a b-—a

« b—a b-a
2 PROPRIETE

1.

X est une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur 'intervalle [a; b].
d-c

Pour tout intervalle [c; d] inclus dans [a; b], P(c< X <d) = Y .
—-a

3% DEMONSTRATION

¢ d

b—a

d 1
P(chsd)zf —dtzl
C b_a

c

3 ESPERANCE MATHEMATIQUE

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Lespérance mathématique d’une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur l'intervalle [a; b] est le réel

E(X)—a+b
2
3% DEMONSTRATION
Par définition :
b 1 Z'Z b
EX) = 3 dr=
X fa “b-a [Z(b—a) a
_ % — a? _(b—a)(b+a) _a+b
T2-a) 2-a @ 2

EXEMPLE

Le temps d’attente T, en minutes, aupres du standard téléphonique du service apreés vente d'une entreprise suit la loi
uniforme sur l'intervalle [0,5;9,5].

1. Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit inférieur a 2 minutes?

2. Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit supérieur a 3 minutes?

3. Quel est le temps d’attente moyen aupres du standard téléphonique?

Solution
La variable aléatoire T suit la loi uniforme sur l'intervalle [0,5;9,5], donc la densité de probabilité est la fonction f
1 1
définie sur [0,5;9,5] par f(t) = ——— = —.
059,31 par f(0 = 55755 =5

Le temps d’attente T, en minutes, aupres du standard téléphonique du service apreés vente d'une entreprise suit la loi
uniforme sur l'intervalle [0,5;9,5].
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e , el . 2-05 1
1. Laprobabilité que le temps d’attente soit inférieur a 2 minutes est P (X < 2) = 5 "o
95-3 13

2. Laprobabilité que le temps d’attente soit supérieur a 3 minutes est P (X = 3) = 5 TS

. 3 . 0,5+9,5
3. Lespérance mathématique de T est E(T) = ——— =5

Le temps d’attente moyen aupres du standard téléphonique est de 5 minutes.
IV LOI NORMALE
1 VERS UNE APPROXIMATION DE LA LOI BINOMIALE

RAPPEL

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et p notée %(n; p).
Lespérance mathématique est E(X) = np; 'écart-type est 0(X) = /np(1 - p).

LA FONCTION DE GAUSS

Soit (X},) une suite de variables aléatoires suivant une loi binomiale de parametres n et de méme probabilité p.
Xn—EXn)  Xp—np

On vnpd-p)

On s’intéresse a la loi de probabilité de la variable aléatoire Z,, =
La variable aléatoire Z; prend les valeurs suivantes :

k—n
Zg = T ol k est un entier naturel telque0< k<n

vnp(l-p)
Pour tout entier naturel k compris entreO0et nona:

Xp—-np  k-np

P(Z,=2z)=P =
T Vnpamp  apl-p)

=P(Xp=k)=pi

k—np

Ainsi, quand X}, prend la valeur k avec la probabilité py, alors Z, prend la valeur =2
npl—-p

avec la méme probabilité

Pk-

On a représenté graphiquement ci-dessous, pour X, € [E (X;) —30,; E (X)) +30,], les lois de probabilité de X;, et de
Zy pour n =36 et n =400 avec p =0,2.

La loi de probabilité de Z,, est représentée a I'aide d'un histogramme.

Laire de chaque rectangle centré sur la valeur z; est égale a la probabilité P (Z, = zx) = py, il s'ensuit que chaque

rectangle a pour dimensions o, x P (X, = k) et —.
On

0,16 4 (PP
014 4 21
012 4 < :

0,10 +

0,08 +
0,06 +
0,04 +

0,02 +

Lo 1.,

0 3 6 9 12 15 18

o 4

.é T .‘1 0 i é 3
X36—7,2

24
Loi binomiale de parametres n =36 et p = 0,2 Loi de probabilité de Z3g = e
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0,050 +
0,045 7‘0}}-&\\
0,040 + 77 5\
0,035 + 7 3 \
0,030 + 7 x
0,025 4 b Ll
0,020 + ‘
0,015 +
0,010 + H H T
0,005 +
0 ; ..|I||I||| ‘ ‘ ||||I||I|.. ; ; ; ; ; :
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 -3 -2 -1 0 1 2 3
Loi binomiale de parameétres n =400 et p =0,2 Loi de probabilité de Z40 = w

La « courbe en cloche » est 1a courbe représentative de la fonction de Gauss définie pour tout réel x par

2
2

1
fx)=—=e
V2an
Quand n est de plus en plus grand, les aires des rectangles deviennent de plus en plus proches des aires
correspondantes limitées par la courbe représentant la fonction de Gauss :

2

b X
P(asZnsb)zf 2 dx
a

1 _
—e
V2n
2 LOI NORMALE CENTREE REDUITE

DEFINITION

Dire qu'une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite notée .4 (0;1) signifie que sa densité de

2

probabilité est la fonction f définie sur R par f(x) = e 2.

5l-
S

COURBE REPRESENTATIVE

Pour tout réel x, f(—x) = f(x), la courbe représentative
de la densité f est symétrique par rapport a 'axe des
ordonnées.

ESPERANCE ET ECART-TYPE DE LA LOI NORMALE CENTREE REDUITE

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite A4 (0;1) ona: E(X)=0eto(X) =1.
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PROPRIETE

La courbe de la fonction de densité de la loi normale
centrée réduite .4 (0;1) est symétrique par rapport a
l'axe des ordonnées, donc les mesures des aires égales
aux probabilités P(X <0) et P(X =0) sont égales, d'ou
P(X<0)=P(X=0).

Comme P (X <0)+ P (X >0) =1, on en déduit que

1
P(X<0)=P(X20)=§

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite .4 (0;1) ona:

1
P(X<0)=P(X20)=5

INTERVALLE ASSOCIE A UNE PROBABILITE DONNEE

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite A4 (0;1).
Pour tout réel a €]0;1[ il existe un unique réel positif u, tel que :
P(—ug<sX<uyg)=1-a.

—Ug O Uy
On retient en particulier :

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite .4 (0;1) alors :

P(-1,96 < X <1,96) = 0,95

CALCULS

Il n’est pas possible de déterminer les primitives de la fonction de densité de la loi normale centrée réduite .4 (0;1) a
I'aide de fonctions usuelles.

1 x2
——e~ 2 dx par des méthodes numériques,
V2
disponibles dans les calculatrices et permettant d’obtenir directement des valeurs approchées de certaines
probabilités liées a la loi normale.

b
On peut néanmoins calculer des valeurs approchées des intégrales f
a

Du fait de la symétrie de la courbe de la fonction de densité de la loi normale centrée réduite .4 (0;1), pour calculer
P(X < a)ouP (X = a), on peut utiliser la méthode suivante :

Probabilité P(X<a)aveca<0 P(X<a)aveca>0 P(X=a)aveca<0 P(X=a)aveca>0
Graphique
a OI OI a a OI OI
a<0 a>0 a<0 a>0
Calcul 05-Pla<X<0) 05+P(0<X<a) 05+P(a<X<0) 05-P(0<X<a)
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3 LOI NORMALE

DEFINITION

Soit 1 un réel et o un réel strictement positif. Dire qu'une variable aléatoire X suit la loi normale d’espérance u et

d’écart-type o, signifie que la variable aléatoire —H suit la loi normale centrée réduite A (0;1).

On note : X suit la loi normale A (y;02).

REMARQUES :

— Si X suit la loi normale d’espérance p et d’écart-type o alors sa variance V (X) = 2.
— La densité associée a une variable aléatoire X qui suit la loi normale d’espérance p et d’écart-type o est la fonction
. _l(xopy?
f définie sur R par f(x) = e2(%)

o

oV2n

— Lespérance u de la loi normale est un parametre de position :
la courbe représentative de la fonction de densité admet pour
axe de symétrie la droite d’équation x = .

— Lécart-type o0 > 0 de la loi normale est un parametre de
dispersion : plus o est élevé, plus les réalisations de X sont
dispersées autour de (.

INTERVALLES DE FLUCTUATION D’UNE LOI NORMALE

Sila variable aléatoire X suit la loi normale d’espérance u et d’écart-type o alors:
— P(p-0<X<p+0)=0,683.

— P(u-20<X<p+20)~0954.

— P(u-30<X<p+30)~0997.

0 u—20 o u+20 n—30 0 o u+30

Xe[p-o;u+0] Xe[p—-20;u+20] Xe[p—-30;u+30]

LOI NORMALE ET CALCULATRICES

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance u et d’écart-type o. Les calculatrices disposent de
commandes permettant de calculer :

1. P(asX<bh) 2. Leréel ktel que P(X < k) = @ avec a €]0; 1]
Commandes spécifiques des calculatrices :
Sur TI Sur Casio
distrib
Menu puis sur la touche var puis
Pla<X<h) normalFrep(a,b,u,0) ou normalCdf(a,b,u,0) normCD(a,b,o,u)
ST borninf : a; bornsup : b puis, renseigner i et o Lower : a; Upper : b puis, renseigner o et p
PX<k=a FlracNormlale(a,pl,a) ou invNorm(a,u,0) M InVN.ormCD(afyo'yu)
aire : @ puis, renseigner y et o Area : a puis, renseigner o et
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EXEMPLE

La variable X suit la loi normale .4 (125;20,25) d’espérance p = 125 et d’écart-type o = /20,25 =4,5.
Les résultats seront arrondis a 1072 pres.

1. Déterminer les probabilités suivantes :

P(122 < X <128); P(X <120); P(X <129,5); P(X =130,4); P(X =118,7).

2. Déterminer le réel a tel que P (X < a) =0,871.
3. Déterminer le réel b tel que P (X = b) =0,02.
4. Déterminer un intervalle I de centre 125 tel que P (X € I) = 0,81.
1. a) Alaide dela calculatrice on trouve P(122 < X < 128) = 0,495. s
-
b) :
P(X<120) = P(X<125)-P(120<X<125) |
= 05-P(120<X<125) |
= 0,133 |
120 125
05
c) T
P(X<129,5) = P(X<125)+P(125<X <129,5) :
= 0,5+P(125< X <129,5) |
=~ 0,841 i
125 129,5
05
d) |
P(X=130,4) = PX=125-P(125<X<130,4) :
= 05-P(125<X<130,4) |
= 0,115 |
125 1304
05
e)

P(X =118,7) P(118,7 < X <125) + P(X > 125)
0,5+ P(118,7 < X <125)

=~ 0,919

\.

118,7 125

2. Avec la calculatrice, P (X < a) = 0,871 pour a = 130,09.

3. Lacalculatrice permet de résoudre I'équation P (X < k) = a avec a €]0; 1[. Or
P(X=2b)=002 < 1-P(X<b)=0,02 < P(X<b)=0,98

Soit en utilisant la calculatrice b =~ 134,242.

4. Unintervalle I de centre 125 est de la forme [125 — a; 125 + a] ou a est un réel positif.
On cherche donc le réel a tel que P (125-a < X <125+ a) =0,81.

La courbe de la fonction de densité de la loi normale A (125;4,52) est
symétrique par rapport a la droite d’équation x = 125.
On en déduit que :

P(125-a<X<1254+a)=081 < 1-2xP(X<125-a)=0,81
1-0,81

©
w
S

«— P(X<125-a)= =0,095

125+a

Soit en utilisant la calculatrice 125 —a =~ 119,102 d’ou1 a = 5,898 et 125 + a ~ 130,898.
Donc I = [119,102;130,898] (ou avec les bornes de l'intervalle arrondies 2 10! prés, I = [119,1;130,9])

REMARQUE

Trouver l'intervalle associé a une probabilité donnée avec la calculatrice TI-83 Premium CE (systeme d’exploitation
5.3)
La variable aléatoire X suit la loi normale d’espérance u = 125 et d’écart-type o = 4,5

distrib

Menu puis sur la touche var option 3 : invNormale (
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P(X<a)=0,867 Pla<X<b)=0,88 P(X=za)=094
0,867 0,88 0,94
-— | P — _—
N AN | oA
| | |
F\! | [ | | [
| I I I I I
I I I
| | |
| | |
125 a a 125 b a 125
aire : 0.867 aire : 0.88 aire : 0.94
p:125 w125 w125
o : 4.5 o : 4.5 o : 4.5
Zone : [GEH] CTR DROIT Zone : GAUCH DROIT Zone :GAUCH CTR |l
a~=130 a=~118etb~=132 a~118
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EXERCICE 1 (D'apres sujet bac Antilles Guyane septembre 2016)

La fonction f est définie sur [0;1] par f(x) = 2x.
On considére une variable aléatoire X qui suit la loi de probabilité dont la fonction de densité est f.

Cette fonction de densité est représentée ci-dessous.

2,04
1,514
1,04 /
054
)
0 0,5 1,0

1. a) Quelle est la valeur, en unité d’aire, de la surface hachurée? Préciser la démarche utilisée.
b) Interpréter ce résultat en terme de probabilité.
2. Calculer la probabilité P(0 < X < 0,75).

3. Calculer I'espérance mathématique E(X).

EXERCICE 2
x 47 .
—-—— si47<x<48
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [47;55] par f(x) = 4 X 4 55 .
——+4+ — si48<x<55
28 28
A
Ry
N 55
/ \\\y:—ziﬁg
/ N
N
47 ‘ 55

Courbe représentative de la fonction f

1. Montrer que f est une fonction de densité de probabilité sur I'intervalle [47;55].

2. Lafonction f estla densité de probabilité de la variable aléatoire C mesurant la capacité en ml du volume d’eau de
parfum contenue dans un flacon pris au hasard dans la production d'une entreprise.

Ona C € [47;55].
a) Calculer la probabilité de I'événement C € [49,4;50,8].
b) Quelle est la probabilité que le flacon contienne moins de 50 ml d’eau de parfum?

c) Calculer I'espérance mathématique de la variable C. Interpréter le résultat.

EXERCICE 3
2 g05x
1. Calculer la valeur exacte de I'intégrale I = f 5 dx.
0
0,5x
2. En déduire que la fonction f définie sur [0;2] par f(x) = 7oz est une fonction de densité sur [0;2].
e—

3. Soit X la variable aléatoire de densité de probabilité f. La probabilité P(X = 1,2) est-elle supérieure a 0,5?

EXERCICE 4
On s’intéresse a la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) =Inx.
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1. a) Vérifier que la fonction F définie sur ]0; +oo[ par F(x) = xIn x — x est une primitive de la fonction In.

b) Trouver un nombre réel a > 1 tel que falnxdx =1.

On peut alors considérer la fonction In corlnrne une densité de probabilité sur 'intervalle [1; a].
2. X estune variable aléatoire suivant la loi de densité In sur l'intervalle [1; a.

a) Calculer p (X <2).

b) Sachant que X est supérieur a 2, calculer la probabilité que X soit inférieur a 2,5.

EXERCICE 5

Dans un supermarché, le temps d’attente X a la caisse, exprimé en minutes, suit la loi uniforme sur l'intervalle [1;11].
1. Déterminer la fonction de densité de probabilité f delaloi de X.

2. Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit compris entre trois et cinq minutes?

3. Quelle est la probabilité qu'un client attende plus de huit minutes a la caisse?
4

. Préciser le temps d’attente moyen a la caisse.

EXERCICE 6

Soit [AB] un segment de longueur 8 cm. On choisit au hasard un point M sur le segment [AB] et on note D la variable
aléatoire donnant la distance AM en cm.

1. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire D?
2. Calculer la probabilité que le point M :

a) soitle milieu I du segment [AB];

b) soit a une distance inférieure a 3 cm du point 4;

c) soit plus prés du point B que du milieu I.

EXERCICE 7

Dans le plan muni d'un repere orthonormé, on considere le segment [AB] représentant la fonction f définie sur
I'intervalle [1;5] par f(x) = —0,4x+2,5. On choisit au hasard un point M sur le segment [AB] et on note m son abscisse.

y

un

1. Soit E I'événement «1’'aire de la partie du plan comprise entre le segment [AB], 'axe des abscisses et les droites
d’équation x =1 et x = m est inférieure a 4 ».

a) Justifier que la situation reléve d'une loi uniforme sur un intervalle [a; b] que I'on précisera.
b) Calculer la probabilité de I'évenement E.

2. Calculer la probabilité de I'évéenement F «l'aire de la partie du plan comprise entre le segment [AB], 'axe des
abscisses et les droites d’équation x = 1 et x = m est supérieure a 1 ».

EXERCICE 8

Dans une entreprise de vente par correspondance, une étude statistique a montré que 40 % des clients ont choisi
I'option « Livraison Express ».

On préleve au hasard et de maniere indépendante 600 bons de commande.

On note X la variable aléatoire qui associe le nombre de bons portant la mention « Livraison Express ».

1. Déterminer la loi probabilité de X. Quelle est son espérance mathématique?
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X —-240
2. Onadmet que I'on peut approcher laloi de la variable aléatoire I par la loi normale centrée réduite. On note
Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
a) Montrer que P(225 < X <270) = P(-1,25< Z <2,5).

Quelle est la probabilité, arrondie 2 103 pres, que le nombre de bons portant la mention « Livraison Express »
soit compris entre 225 et 2707

b) Déterminer la probabilité qu’au moins 276 bons portent la mention « Livraison Express ».

EXERCICE 9
La variable X suit la loi normale A ( 180; 10,52). Les résultats seront arrondis 2 1073 pres.
1. Déterminer les probabilités suivantes :
P(170 < X <200); P(X <150); P(X =160); P(X =190).
2. Déterminer le réel a tel que P (X < a) = 0,875.

3
3. Déterminer le réel b tel que P (X = b) = i

EXERCICE 10
Ladmission en premiere année d’'un groupe d’écoles a lieu apres une épreuve écrite et une épreuve orale selon les
modalités suivantes :

— Alissue de I'épreuve écrite, 60% des candidats sont déclarés admissibles a I’oral.
1
— 3 des candidats admissibles sont admis a la fin de I'épreuve orale.

1. Calculer la probabilité qu'un candidat soit admis.

2. On suppose que n candidats se sont inscrits.
a) Déterminer en fonction de n, la probabilité p, qu’au moins un candidat soit admis.
b) Quel est le plus petit nombre 7 de candidats inscrits pour que p, > 0,999?

3. Les épreuves d’admission ont lieu dans plusieurs centres, chaque centre gérant I'admission d’'un groupe de 225
candidats.
On désigne par X la variable aléatoire qui a chaque groupe de 225 candidats associe le nombre de candidats admis.
On admet que la loi de probabilité de X peut étre approchée par la loi normale d’espérance p = 45 et d’écart-type
o =6.

a) Déterminer la probabilité que le nombre de candidats admis dans un centre soit compris entre 35 et 60.

b) Déterminer la probabilité que le nombre de candidats admis dans un centre soit inférieur a 30.

EXERCICE 11
PARTIE A

Un magasin vend deux sortes d’articles électroménager ou informatique. Pour chaque article une extension de
garantie est proposée lors de 'achat.
Une étude statistique sur les factures des ventes réalisées a permis d’établir que :

— Lélectroménager représente 40 % des ventes.

— Lextension de garantie a été souscrite pour 12 % des appareils d’électroménager vendus et pour 24 % des appareils
du rayon informatique vendus.

On préleve au hasard la facture d'un appareil vendu. On note :
— E'événement «la facture est celle d'un appareil électroménager »
— Gl'évenement « une extension de garantie a été souscrite »

On rappelle que si A et B sont deux évenements, la probabilité de I'évenement A est notée P(A) et celle de A sachant
B est notée Pg(A). De plus A désigne I'événement contraire de A.

1. Recopier et compléter I'arbre de probabilité ci-dessous associé a la situation de I'exercice :
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2. Calculer la probabilité que la facture choisie soit celle d'un appareil électroménager vendu avec une extension de
garantie.

3. Montrer que P (G) =0,192.

4. Calculer Pg (E) et interpréter le résultat dans le cadre de 'exercice.

PARTIE B
Dans cette partie, les résultats approchés sont & arrondir 41073 pres.

Ala fin d’un mois, on s’intéresse au montant de I’ensemble des factures éditées pendant ce mois.

On note M la variable aléatoire qui, a chaque facture prélevée au hasard dans I'ensemble des factures, associe son
montant en euros.

On suppose que la variable aléatoire M suit la loi normale de moyenne p = 650 et d’écart-type o = 125.

1. Calculer P(400 < M < 900).

2. Pour les factures dont le montant est supérieur ou égal a 300 euros le magasin propose le paiement en trois fois
sans frais.

Calculer la probabilité qu'une facture prélevée au hasard dans 'ensemble des factures éditées pendant le mois
puisse étre réglée en trois fois sans frais.

EXERCICE 12

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes

PARTIE A

Pour contacter une compagnie d’assurance, deux possibilités sont offertes :
— serendre en agence;

— adistance par téléphone.

Le responsable du pole «satisfaction client » décide de réaliser une enquéte afin de savoir si les clients qui se rendent
al’agence ou qui contactent la compagnie par téléphone sont satisfaits de ’accueil.
Alissue de I'enquéte, réalisée aupres de 1000 clients, les résultats sont les suivants :

— 380 se sont rendus en agence;

— parmi les clients qui se sont rendus en agence, 95 % se sont déclarés satisfaits de 'accueil;

— parmi les clients qui ont téléphoné, 15 % ont déclaré qu’ils n’étaient pas satisfaits de I'accueil.
On interroge au hasard un client. On consideére les événements suivants :

— A:«Leclient s’est rendu en agence »

— S: «Leclient est satisfait de I'accueil »

On rappelle que I'événement contraire de A se note A, que la probabilité de I'événement A se note P(A) et que la
probabilité de I’événement A sachant que I'évenement B est réalisé se note Pg(A).
Dans toute cette partie, les probabilités seront arrondies a 1073, si nécessaire.

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré suivant :

A. YALLOUZ (MATH@ES) 126


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY o ] Te ES 4
Année 2017-2018 LOIS DE PROBABILITE A DENSITE Te ES-L

2. Calculer la probabilité que le client se soit rendu en agence et qu'il ait été satisfait de I'accueil.
3. Montrer que la probabilité de S est 0,888.

4. Sachant que le client a été satisfait, quelle est la probabilité qu'’il se soit rendu en agence?

PARTIE B

La compagnie d’assurances s'intéresse aux cofits des sinistres susceptibles de survenir en 2016 sur les véhicules qu’elle
assure. On note X la variable aléatoire qui a chaque sinistre associe son cofit en euros.
Létude des années précédentes permet de supposer que X suit la loi normale d’espérance 1200 et d’écart type 200.

1. La compagnie estime que pour 'année 2016, elle devra faire face & 10 000 sinistres. A combien peut-elle estimer le
colit de 'ensemble de ces sinistres?

2. Sans utiliser la calculatrice, expliquer pourquoi on peut estimer qu’environ 95 % des sinistres auront un cofit
compris entre 800 et 1 600 euros.

3. Calculer P(X > 1000). Donner le résultat arrondi a 1072,

4. Alaide de la calculatrice, estimer la valeur du nombre réel a, arrondi a 'unité, vérifiant P (X = a) = 0,04.
Interpréter le résultat obtenu dans le cadre de I'exercice.

EXERCICE 13 (D'apres sujet bac Antilles Guyane septembre 2017)

Chaque année, les organisateurs d’'une course de montagne proposent trois parcours de difficulté croissante : vert,
bleu et rouge.

Les organisateurs ont constaté que 50 % des coureurs choisissent le parcours vert, 30 % choisissent le parcours bleu,
le reste des coureurs choisit le parcours rouge.

IIs ont également constaté, en observant les années précédentes, que :

— 3,2% deI’ensemble des coureurs abandonnent la course;
— 2% des coureurs du parcours vert abandonnent la course;

— 5% des coureurs du parcours rouge abandonnent la course.
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes et peuvent étre traitées dans un ordre quelconque.
PARTIE A

Ala fin de la course, on choisit au hasard un des participants de telle fagon que tous ont la méme probabilité d’étre
choisis. On note :

— évenement « Le coureur a choisi le parcours vert »;
vr t«L hoisi 1 t

— BJl'évenement « Le coureur a choisi le parcours bleu »;

— RYI'événement « Le coureur a choisi le parcours rouge »;

— ATl'évenement « Le coureur a abandonné la course ».

. Représenter cette situation a I’aide d’'un arbre pondéré que I'on compleétera au fur et a mesure de I'exercice.

. Calculer la probabilité de I'évenement V N A. Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

1
2
3. Un coureur se blesse et abandonne la course. Quelle est la probabilité qu’il ait choisi le parcours vert?
4. Démontrer que P(Bn A) =0,012.

5

. En déduire la probabilité Pp(A). Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

PARTIE B

Le temps hebdomadaire d’entrainement des coureurs du parcours rouge, exprimé en heure, peut étre modélisé par
une variable aléatoire X qui suit la loi normale dont I'espérance est de 6 heures et ’écart type est de 2 heures.

1. Lequel des deux graphiques suivants, graphique 1 ou graphique 2, représente la fonction de densité de la loi
normale de parameétres p = 6 et o = 2? Justifier la réponse.
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2. Un magazine spécialisé interroge au hasard quelques participants du parcours rouge afin de mener une enquéte
sur la durée de leur entrainement. On arrondira les résultats au millieme.

a) Quelle estla probabilité d’interroger un coureur dont la durée d’entrainement est comprise entre 5h et 7h?

b) Quelle est la probabilité d’'interroger un coureur dont la durée d’entrainement est inférieure a4 h?

EXERCICE 14 (D'apres sujet bac Amérique du Nord 2017)

D’apres 'AFDIAG (Association Francaise Des Intolérants au Gluten), la maladie cceliaque, aussi appelée intolérance
au gluten, est une des maladies digestives les plus fréquentes. Elle touche environ 1 % de la population.

On estime que seulement 20 % des personnes intolérantes au gluten passent le test pour étre diagnostiquées.

On considére que si une personne n’est pas intolérante au gluten, elle ne passe pas le test pour étre diagnostiquée.
On choisit au hasard une personne dans la population francgaise qui compte environ 66,6 millions d’habitants au 1¢*
janvier 2016.

On considére les événements :

— I :«lapersonne choisie est intolérante au gluten »;

— T :«lapersonne choisie passe le test pour étre diagnostiquée ».
PARTIE A

1. Recopier et compléter I'arbre de probabilités ci-dessous :

2. Calculer la probabilité que la personne choisie soit intolérante au gluten et ne passe pas le test pour étre
diagnostiquée.

3. Montrer que p(T) =0,002.

PARTIE B

LAFDIAG a fait une enquéte et a constaté que la maladie ceeliaque était diagnostiquée en moyenne 11 ans apres les
premiers symptomes.

On note X la variable aléatoire représentant le temps en années mis pour diagnostiquer la maladie cceliaque a partir
de l'apparition des premiers symptomes.

On admet que la loi de X peut étre assimilée a la loi normale d’espérance =11 et d’écart-type o = 4.
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1. Calculer la probabilité que la maladie soit diagnostiquée entre 9 ans et 13 ans apres les premiers symptomes.
Arrondir le résultat 2 1073,

2. Calculer p(X <6). Arrondir le résultat a 1073,

3. Sachant que p(X < a) = 0,84, donner la valeur de a arrondie a l'unité.
Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

4. Laquelle de ces trois courbes représente la fonction de densité de la loi normale d’espérance p = 11 et d’écart-type
o =4?]Justifier le choix. On pourra s’aider des réponses aux questions précédentes.

P
=
P

// \\ // \\

0,081/ N/ N\
T~
7 ™~
PN N\
/ / N\ N

% /;/ N N

// //UU// e \\ Coutbe 1 \\ ;E\\ Coutbe 3

-4 -3 -2-101 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 2

EXERCICE 15
Dans cet exercice, les résultats approchés sont a arrondir 41073

La compagnie aérienne Truc-Air utilise pour ses vols moyen-courriers des avions pouvant transporter 200 passagers.

Suite a une étude qui a permis d’établir que 10% des clients qui ont réservé un vol ne se présentent pas a
I'embarquement, la direction commerciale a décidé de pratiquer le « surbooking ».

PARTIE A

La compagnie accepte pour un vol donné, 210 réservations.
On note X la variable aléatoire qui associe le nombre de passagers qui se présentent a I'embarquement.

1. a) Quelle est la loi de probabilité suivie par X ?
b) Déterminer la probabilité P (X < 200).
2. On choisit d’approcher la loi binomiale de X par une loi normale d’espérance p = E(X) et d’écart-type o = o(X).
Soit Y 'approximation normale de X.
a) Déterminer P (Y < 200).
b) Déterminer un intervalle I de centre 189 tel que P (Y € I) = 0,95.
3. La compagnie prend-elle un risque important en acceptant 210 réservations pour ce vol?

PARTIE B

La compagnie accepte pour un vol donné rn réservations.
On note X,, le nombre de passagers qui se présentent a I'embarquement. La variable aléatoire X, suit la loi binomiale
B (n;0,9).
On cherche a déterminer le nombre maximal de réservations pour que la probabilité de I'évenement « X, < 200 » soit
supérieure a 0,95.
On admet que la loi de probabilité de X,, peut étre approchée par une loi normale d’espérance u = E(X;) = 0,9n et
d’écart-type 0 = 0(X,) =0,3y/n.
. 1a . . . X, —0,9n . . o2 gk

1. On considere la variable aléatoire Z,;, = m qui suit la loi normale centrée réduite.
’200 -09n

0,3vn

b) Déterminer a ’aide de la calculatrice, la valeur arrondie a2 10~3 pres, duréel k tel que P (Z, < k) = 0,95.

a) Montrer que X, <200 équivaut a Z, <

¢) En déduire que n est solution de I'inéquation 0,97 + 0,4935/n — 200 < 0.
2. a) Onpose x =+/navec x = 0. Résoudre dans R™*, 'inéquation 0,9x2 + 0,4935x — 200 < 0.

b) En acceptant le risque maximum de 5% de voir plus de 200 passagers se présenter a I'embarquement, quel est
le nombre maximal de réservations que cette compagnie peut prendre pour ce vol?
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| FLUCTUATION D’ECHANTILLONNAGE

1 INTERVALLE DE FLUCTUATION AU SEUIL DE 95%

On s’intéresse a un caractere de proportion p connue au sein d'une population.
On considere la variable aléatoire F; qui a chaque échantillon aléatoire de taille n associe la fréquence du caractere
étudié.

DEFINITION

On appelle intervalle de fluctuation de F, au seuil de 95%, tout intervalle [a;p] tel que la probabilité
P(Fp€la;B]) =095

EXEMPLE

En premiere partie de soirée une série a attiré pres de 6,2 millions de téléspectateurs soit 34 % de part d’audience.
Déterminons un intervalle de fluctuation de la part d’audience de cette série pour un échantillon de taille 100.

Soit X la variable aléatoire qui correspond au nombre de téléspectateurs qui ont regardé cette série dans un
échantillon de 100 personnes ayant regardé la télévision en premiére partie de soirée.

Le nombre de téléspectateurs en premiére partie de soirée est suffisamment important pour considérer que la variable
X suit la loi binomiale de parametres n = 100 et p = 0,34.

Le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 est 25 et, le plus petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 est 43.

Un intervalle de fluctuation a 95% de la fréquence des téléspectateurs qui ont regardé cette série dans un échantillon

de taille 100 est :
25 .
= [—; —— | soit I =10,25;0,43]
100 100

2 INTERVALLE DE FLUCTUATION ASYMPTOTIQUE AU SEUIL DE 95%

On appelle intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la variable aléatoire F,,, 'intervalle :

pd-p) pd-p)
~1,96 % |/ 5 p 1,96 x || ———
p x T x -

I, =

INTERPRETATION

Lintervalle I,, contient la fréquence F,, avec une probabilité proche de 0,95 pourvu que 7 soit suffisamment grand.
En pratique, on utilise I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 0,95 des que :

n=z30,np=5et n(l-p)=5.

EXEMPLE

Avec p=0,34etn=100ona np =34 et n(1 — p) = 66, les critéres d’approximation sont vérifiés.
Lintervalle de fluctuation asymptotique a 0,95 sur un échantillon de taille 100 est :

0,34 x 0,66 0,34 x 0,66
034-1,96x{/ ———;0,34+1,96 x | ———

I =
100 100 100

Soit avec des valeurs approchées a 1073 prés des bornes de l'intervalle, I;gp = [0,247;0,433].

REMARQUE

1 _
On a tracé ci-dessous, sur I'intervalle ]0;1[, les courbes représentatives des fonctions fiyr=p—1,96 x 1/ u et
n

1 —
Ssup = p+1,96 x \/ pa-p) associées aux bornes des intervalles de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % pour les

n
valeurs de n =30, n =100 et n = 500.
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3 DECISION A PARTIR DE LA FREQUENCE D’UN ECHANTILLON

Quand les critéres d’approximation sont vérifiés, I'intervalle de fluctuation asymptotique I,, permet de déterminer
des seuils de décision :

— pour accepter ou rejeter 'hypothése selon laquelle p est la proportion d'un caractére dans la population;

— pour déterminer si un échantillon issu de la population est représentatif.

/On formule I'hypotheése que la proportion d'un caractere dans la population est p. \
On préleve dans la population un échantillon de taille n et on note f la fréquence observée du caractere étudié.
Lorsque n =30, np =5 et n(1 - p) =5 on pose :

pd-p) pd—-p)
—1,96% || ——;p+1,96x [ — .
p x T x - ]

— Sila fréquence observée f n'appartient pas a l'intervalle I, alors on rejette 'hypothese selon laquelle p est la
proportion du caracteére étudié dans la population avec un risque d’erreur de 5 %.

I, =

— Sila fréquence observée f appartient a I'intervalle I, alors I'hypothese selon laquelle p est la proportion du
\\ caractere étudié dans la population est acceptée. /

EXEMPLE
Dans un forum on a constaté que 28 personnes sur 100 ont regardé la série dont la part d’audience a été estimée a
34 %. Ce résultat remet-il en question I'estimation de la part d’audience de la série?
2
La fréquence observée de la part d’audience dans I"échantillon de taille 100 est : f = — =0,28.

Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la part d’audience de la série dans les échantillons de taille
100 est 100 = [0,247;0,433].
Comme 0,28 € [0,247;0,433], 'estimation d'une part d’audience de 34 % pour la série n’est pas remise en cause.
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I INTERVALLE DE CONFIANCE

On cherche a estimer avec un certain niveau de confiance, la proportion p inconnue d’'un caractére au sein d’'une
population a partir d’'un échantillon de taille .

1 DEFINITION

Soit f la fréquence observée d'un caractere dans un échantillon de taille 7.

Sous les conditions usuelles d’approximation n = 30, np = 5 et n(1 — p) = 5, l'intervalle | f est un

1 1
AR

intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 de la proportion inconnue p dans la population.

REMARQUES

— En pratique, les conditions de validité de la formule peuvent étre vérifiées a posteriori.

2
— Laprécision del'intervalle de confiance est donnée par son amplitude \/—_ Plus la taille de I’échantillon est grande,
n
plus les intervalles de confiance obtenus sont précis.

— La différence entre deux fréquences f; et f> observées sur deux échantillons est considérée comme significative
quand les intervalles de confiance correspondants sont disjoints.

Dans ce cas, on consideére que les deux proportions p; et p, sont différentes. Dans le cas contraire, on ne peut pas
conclure.

EXEMPLE

On interroge au hasard 100 clients ayant effectué des achats a la sortie d'une grande surface. Le temps d’attente aux
caisses a été jugé raisonnable par 52 personnes interrogées.

1. Peut-on considérer que plus de 50% des clients de cette grande surface estiment que le temps d’attente aux caisses
est raisonnable?

52
Soit f = 100 = 0,52 la fréquence des clients qui estiment que le temps d’attente aux caisses est raisonnable.
Les bornes de 'intervalle de confiance au niveau de confiance 95% de la proportion des clients qui estiment que le
temps d’attente aux caisses est raisonnable sont :

1 1 1 1
—-—=052-——=042 et f+—=0,52+
! vn V100 ! Vn V100

Ona:n=100,042<p<0,62,100x0,42<np <100x0,62 et 100 x (1 -0,62) < n(l - p) <100x (1-0,42).
Soit n =30, 42 < np <62 et 38 < n(1 - p) < 58. Les conditions d’approximation d’un intervalle de confiance au
niveau de confiance 95 % sont vérifiées.

=0,62

Un intervalle de confiance au niveau de confiance 95 % de la proportion de clients qui estiment que le temps
d’attente aux caisses est raisonnable est [0,42;0,62].

La borne inférieure de l'intervalle de confiance est 0,42, il est donc possible que moins de 50% des clients trouvent
que le temps d’attente aux caisses est raisonnable.

2. Déterminer le nombre minimal de clients qu’il faut interroger pour estimer la proportion p de clients qui trouvent
le temps d’attente aux caisses raisonnable avec une précision inférieure a 0,1.

2
La précision de I'estimation de p est —. Pour tout entier naturel n :

NG

2 <0,] ! < 0,05

vn o vn o

1

— vVn>—

v 0,05

— V/n>20

<~ n>400

Il faut interroger plus de 400 clients pour obtenir une estimation de la proportion p de clients qui trouvent le temps
d’attente aux caisses raisonnable avec une précision inférieure a 0,1.
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3. A fréquence observée égale a 0,52, quel nombre de clients aurait-il fallu interroger pour estimer que plus de 50%
des clients trouvent que le temps d’attente aux caisses est raisonnable?

La borne inférieure de I'intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 sur un échantillon de taille n est 0,52 —
1
—— d’ou1 n est solution de I'inéquation :

NG
0,52 ! =05 — ! = -0,02
’ \/ﬁ/ ’ \/ﬁ/ y
1
— —<0,02
n
s 1
— Vnz —
0,02

<~ vVn=50

<~ n=2500

Avec une fréquence observée égale a 0,52, il faudrait un échantillon de taille supérieure a 2500 pour que la proportion

p de clients qui trouvent le temps d’attente aux caisses raisonnable appartienne a un intervalle de confiance dont la
borne inférieure est supérieure a 0,5.
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EXERCICE 1

Une entreprise produit en grande quantité des emballages alimentaires de forme cubique. Elle utilise pour cela la
technique du thermoformage, qui consiste a chauffer une plaque de plastique puis a la former a I'aide d’'un moule.
Lors du refroidissement, la piece rétrécit légerement mais conserve la forme du moule.

A. LOI NORMALE

La mesure de I'aréte d'une boite est modélisée par une variable aléatoire X qui suit la loi normale d’espérance p =17
et d’écart type o =0,185.

1. Calculer P(X = 16,5).

2. Calculer P(X = 17,5).

3. Une boite est jugée conforme lorsque la mesure de son aréte, exprimée en centimeétres, appartient a l'intervalle
(16,6;17,4].

a) Calculer P(16,6 < X <17,4).

b) Déterminer la probabilité qu'une boite prélevée au hasard dans la production soit non conforme.

B. LOI BINOMIALE

Lentreprise conditionne ces boites par lots de 200. On préléve au hasard une boite dans la production.

On note p la probabilité de I'événement : « la boite prélevée au hasard dans la production est non conforme ».

On préleve au hasard 200 boites dans la production. La production est assez importante pour que I’on puisse assimiler
ce prélevement a un tirage aléatoire avec remise. On considere la variable aléatoire Y qui, a unlot de 200 boites, associe
le nombre de boites non conformes qu'il contient. On admet que Y suit une loi binomiale de parametres 200 et p, et,
qu’en moyenne chaque lot de 200 boites en contient 6 non conformes.

1. Justifier que p = 0,03.

2. Calculer la probabilité qu'’il y ait au moins deux boites non conformes dans ce lot de 200 boites.

C. INTERVALLE DE FLUCTUATION

Dans le cadre d'un fonctionnement correct du thermoformage, on admet que la proportion p de boites non
conformes dans la production est 3 %.

1. Déterminer les bornes de I'intervalle de fluctuation asymptotique a 95 % pour un échantillon de taille 200.

2. On controéle le bon fonctionnement du thermoformage en prélevant au hasard dans la production des échantillons
de 200 boites. Au cours de I'un de ces contrdles, un technicien a compté 10 boites non conformes.

Doit-il prendre la décision d’effectuer des réglages sur la thermoformeuse? Justifier la réponse.

EXERCICE 2

Une entreprise fabrique en grande quantité des tubes en aluminium.
La longueur des tubes est exprimée en millimeétres. Un tube est dit « conforme pour la longueur » lorsque celle-ci
appartient a l'intervalle [245 ; 255]. Dans cet exercice, les résultats approchés sont a arrondir a 1073

PARTIE A

Dans cette partie, on considere que 5% des tubes fabriqués ne sont pas conformes pour la longueur.

On préleve au hasard 50 tubes dans le stock. Le stock est suffisamment important pour que I'on puisse assimiler ce
prélevement a un tirage avec remise de 50 tubes.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 50 tubes, associe le nombre de tubes qui ne sont pas
conformes pour la longueur.

1. Calculer 'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X.
2. Calculer la probabilité P(X = 2). Interpréter le résultat.

3. Calculer la probabilité que dans un tel prélévement deux tubes au moins ne sont pas conformes pour la longueur.

PARTIE B

On désigne par Y la variable aléatoire qui, a chaque tube pris au hasard dans la production d’'une journée, associe sa
longueur.
On admet que la variable aléatoire Y suit la loi normale de moyenne 250 et d’écart type 2,5.
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1. Calculer la probabilité qu'un tube prélevé au hasard dans la production d’'une journée soit conforme pour la
longueur.
2. Le contréle de conformité mis en place rejette les tubes dont la longueur est inférieure a 245 millimeétres.

Quelle est la probabilité pour qu'un tube prélevé au hasard dans la production d’'une journée soit rejeté par le
controle de conformité?

PARTIE C

Le cahier des charges établit que la proportion dans la production de 2 % de tubes refusés par le controle de conformité
est acceptable.

On veut savoir si une machine de production est correctement réglée. Pour cela on préleve au hasard dans la
production un échantillon de taille 250 dans lequel 6 tubes se révelent étre non conformes.

1. Donner l'intervalle de fluctuation asymptotique a 95% de la fréquence des tubes non conformes dans un
échantillon de taille 250.

2. Lamachine de production doit-elle étre révisée? Justifier votre réponse.

EXERCICE 3
Une entreprise fabrique, en grande quantité, des batteries Lithium-ion pour smartphone.
PARTIE A

Ces batteries sont produites par trois ateliers. L'atelier A produit 15% des batteries, I’atelier B en produit 20% et I’atelier
C fournit le reste de la production.
Le contrdle de qualité mis en place a permis d’établir que sur 'ensemble de la production 3% des batteries sont
défectueuses, 6% des batteries produites dans I'atelier A sont défectueuses et 4% des batteries produites dans I'atelier
B sont défectueuses.
On préleve au hasard une batterie parmi la production totale de I'entreprise et, on définit les événements suivants :
— A «labatterie provient de 'atelier A »;
— B «labatterie provient de l'atelier B »;
— C: «labatterie provient de 'atelier C»;
— D «labatterie est défectueuse ».
1. a) Enutilisant I'énoncé, donner les probabilités P(D), P4 (D), Pg(D) et calculer P(C).
b) Représenter la situation a 'aide d'un arbre pondéré.
2. Calculer P (An D) et formuler une interprétation de ce résultat.
3. a) Montrer P(Cn D) =0,013.
b) En déduire la probabilité qu'une batterie produite par I'atelier C soit défectueuse.
4. Labatterie est défectueuse. Quelle est la probabilité qu’elle ait été produite par I'atelier A?

5. On préléve au hasard 10 batteries dans la production d'une journée. La production est suffisamment importante
pour assimiler ce prélevement a 10 tirages avec remise.
Quelle est la probabilité, arrondie 2 1073 pres, que parmi les 10 batteries, il y en ait au moins une qui soit
défectueuse?

PARTIE B

Le nombre de cycles de charge d’'une batterie est appelé durée de vie de la batterie.
La durée de vie des batteries Lithium-ion mises en vente par cette entreprise est modélisée par la variable aléatoire X
suivant la loi normale de moyenne p = 600 et d’écart-type o = 74,6.

1. Lafonction densité associée a X est représentée sur un seul de trois graphiques ci-dessous.
Quel est ce graphique ? Expliquer le choix.

300 400 500 600 700 800 300 400 500 600 700 800 300 400 500 600 700 800

Graphique 1 Graphique 2 Graphique 3
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2. a) Déterminer P (550 < X < 1000) en donnant le résultat arrondi au centiéme.

b) Quelle est la probabilité que la durée de vie d'une batterie soit inférieure a 500 cycles de charge?

PARTIE C

Le service commercial affirme que 91% des batteries proposées a la vente ont une durée de vie supérieure a 500 cycles
de charge.

Pour vérifier cette affirmation, un laboratoire indépendant a reconstitué la vie de 100 batteries en simulant des cycles
de charge et de décharge pour déterminer leur durée de vie en fonction de différents facteurs.

Sur ce lot, on a constaté que 13 batteries ont eu une durée de vie inférieure a 500 cycles de charge.

Le résultat de ce test remet-il en question I'affirmation du service commercial ?

EXERCICE 4

Sauf mention contraire, les résultats seront donnés sous forme décimale arrondis a 10~ pres.

Une usine fabrique en grande quantité des lames de parquet en chéne. Les bois proviennent de deux fournisseurs A
et B.

PARTIE A

Dans le stock de cette usine, 75 % des bois proviennent du fournisseur A.

On constate que 9 % des lames obtenues a partir des bois du fournisseur A et 13 % des lames obtenues a partir des
bois du fournisseur B présentent un léger défaut qui ne justifie pas le déclassement des lames.

On préleve au hasard une lame. On considere les événements suivants :

— A:«lalame prélevée est obtenue a partir de bois du fournisseur A »;
— B:«lalame prélevée est obtenue a partir de bois du fournisseur B »;
— D :«lalame prélevée a un léger défaut ».

1. Calculer la probabilité P(Bn D).

2. Calculer la probabilité que la lame a un léger défaut.

3. Calculer la probabilité qu'une lame ayant un léger défaut provienne de bois du fournisseur A.

PARTIE B

On préleve au hasard 40 lames dans le stock, pour vérification. On admet que la probabilité qu'une lame prélevée au
hasard dans ce stock ait un défaut est égale a 0,1.

Le stock est suffisamment important pour assimiler le lot de 40 lames a un tirage avec remise de 40 lames.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 40 lames dans ce stock, associe le nombre de lames
ayant un défaut.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale.

2. Calculer I'espérance mathématique E(X). Interpréter le résultat.

3. Déterminer la probabilité de trouver quatre lames qui ont un défaut.
4

. Déterminer la probabilité qu’au moins deux lames ont un défaut.

PARTIE C

Pour satisfaire la commande d’un client, on préléve au hasard dans le stock 400 lames.
On admet que la loi de la variable aléatoire Z qui, a tout prélevement de 400 lames dans ce stock, associe le nombre
de lames ayant un défaut peut étre approchée par la loi normale de moyenne 40 et d’écart type 6.

1. Déterminer, la probabilité que dans un prélévement de 400 lames, il y ait plus de 50 lames ayant un défaut.

2. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique a 95 % de la proportion de lames ayant un défaut. En déduire
le nombre de lames ayant un défaut que le client peut trouver avec une probabilité proche de 0,95.

PARTIE D

Le fabriquant souhaite évaluer la proportion inconnue p de clients satisfaits par son produit. Pour cela, il effectue
un sondage aupres d'un échantillon de 200 clients. Sa clientele est suffisamment importante pour considérer que cet
échantillon résulte d'un tirage aléatoire avec remise.

Lors de ce sondage, 156 clients se sont déclarés satisfaits par son produit.
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1. Donner une estimation ponctuelle f de la proportion p de clients satisfaits.

2. Déterminer un intervalle de confiance centré sur f de la proportion p avec le coefficient de confiance 95 %.
Arrondir les bornes de I'intervalle a 1072.

3. Ce fabriquant peut-il étre certain que plus de 70% de sa clientele est satisfaite par son produit?

EXERCICE 5 (D'apres sujet bac Amérique du Sud 2017)

Une entreprise d’élevage de poissons en bassin a constaté qu'une partie de sa production est infectée par une nouvelle
bactérie.

Un laboratoire a réalisé deux prélevements, I'un au mois de janvier et I'autre au mois de juin, afin d’étudier I'évolution
de I'infection.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
PARTIE A

Au mois de janvier, lors du premier test, le laboratoire a prélevé au hasard 1000 poissons parmi I'’ensemble des
poissons du bassin.

La fréquence de poissons infectés par la bactérie dans cet échantillon est fj = 5%.

Au mois de juin, le laboratoire a prélevé de nouveau 1000 poissons.

Pour ce second test, la fréquence de poissons infectés est f, = 10%.

La fréquence de poissons infectés dans les deux échantillons ayant doublé en cinq mois, le laboratoire préconise
d’arréter la vente des poissons de I'entreprise.

On note p; la proportion de poissons infectés parmi tous les poissons du bassin au mois de janvier et p, la proportion
de poissons infectés parmi tous les poissons du bassin au mois de juin.

1. Déterminer les intervalles de confiance au niveau de confiance 95 % de la proportion p; puis de la proportion p;.
On arrondira les bornes des intervalles 2 1073,

2. Quel argument pourrait donner I'entreprise pour éviter 'arrét de la vente?

PARTIE B

Pour déterminer la fréquence de poissons infectés dans un prélevement, le laboratoire dispose d'un test de dépistage
dont les résultats sont les suivants :

— sur des poissons infectés par la bactérie, le test est positif dans 60 % des cas;

— sur des poissons non infectés par la bactérie, le test est positif dans 10 % des cas.
Pour un poisson prélevé au hasard, on note :

— BJl'évenement : «le poisson est infecté par la bactérie »;

— TTévenement : «le test du poisson est positif »;

— Bet T les événements contraires de B et T.

On note x la probabilité qu'un poisson soit infecté par la bactérie.

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré traduisant cette situation.

e
1-x E

2. a) Démontrer que p(T) =0,5x+0,1.
b) Le laboratoire a constaté que 12,5 % des poissons d'un prélévement ont eu un test positif.
Quelle estimation de la proportion de poissons infectés le laboratoire va-t-il proposer pour ce prélevement?
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PARTIE C

Un traitement antibiotique permet de guérir les poissons infectés par la bactérie.

Le temps de guérison d’un poisson infecté, exprimé en jours, peut étre modélisé par une variable aléatoire X suivant
la loi normale de moyenne p =21 et d’écart-type o = 5.

Les résultats seront arrondis au millieme.

1. Déterminer la probabilité p (14 < X < 28).

2. Déterminer la probabilité qu'un poisson infecté ne soit pas encore guéri aprés 5 semaines de traitement
antibiotique.

EXERCICE 6 (D’apres sujet bac France métropolitaine, La Réunion septembre 2017)
Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

En janvier 2015, le directeur d'un musée d’art contemporain commande une enquéte concernant les habitudes des
visiteurs.

PARTIE A

Le musée dispose d'un site internet. Pour acheter son billet, une personne intéressée peut se rendre au guichet
d’entrée du musée ou commander un billet en ligne.
Trois types de visites sont proposés :

— Lavisite individuelle sans location d’audioguide.
— La visite individuelle avec location d’audioguide.
— La visite en groupe d’au moins 10 personnes. Dans ce cas, un seul billet est émis pour le groupe.

Le site internet permet uniquement d’acheter les billets individuels avec ou sans audioguide. Pour la visite de groupe,
il est nécessaire de se rendre au guichet d’entrée du musée.
Sur I'année 2015 I'enquéte a révélé que :

— 55 % des billets d’entrée ont été achetés au guichet du musée;

— parmi les billets achetés au guichet du musée, 51 % des billets correspondent a des visites individuelles sans
location d’audioguide, et 37 % a des visites avec location d’audioguide;

— 70 % des billets achetés en ligne correspondent a des visites individuelles sans location d’audioguide.
On choisit au hasard un billet d’entrée au musée acheté en 2015. On consideére les événements suivants :
— E:«lebillet a été acheté en ligne »;

— A «lebillet correspond a une visite individuelle avec location d’audioguide »;

— L: «lebillet correspond a une visite individuelle sans location d’audioguide »;

— G «lebillet correspond a une visite de groupe ».

On rappelle que si E et F sont deux événements, p(E) désigne la probabilité de 'événement E et pr(E) désigne la
probabilité de 'événement E sachant que I'évenement F est réalisé. On note E I'événement contraire de E.

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré suivant qui représente la situation décrite dans I'’énoncé :
A
i /
T

yA

L

\G

2. Montrer que la probabilité que le billet ait été acheté en ligne et corresponde a une visite individuelle avec location
d’audioguide est égale a 0,135.

3. Montrer que p(A) =0,3385.

0,55 —
E
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4. Le billet choisi correspond a une visite individuelle avec location d’audioguide. Quelle est la probabilité que ce
billet ait été acheté au guichet du musée?
On arrondira le résultat au millieme.

PARTIE B

Pour gérer les flux des visiteurs, une partie de 'enquéte a porté sur la durée d'une visite de ce musée. Il a été établi que
la durée D d’une visite, en minutes, suit la loi normale de moyenne p =90 et d’écart-type o = 15.

1. Déterminer p (90 < D < 120) puis interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

2. Le directeur précise qu’'il augmentera la capacité d’accueil de 'espace restauration du musée si plus de 2 % des
visiteurs restent plus de 2 heures et 30 minutes par visite.

Quelle sera alors sa décision?

PARTIE C

Sur I'ensemble des musées d’art contemporain, 22 % des visiteurs sont de nationalité étrangere.

Sur un échantillon aléatoire de 2 000 visiteurs du musée considéré précédemment, 490 visiteurs sont de nationalité
étrangere.

Que peut en conclure le directeur de ce musée ? Argumenter.

EXERCICE 7 (D'apres sujet bac Polynésie 2017)
Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

PARTIE A

D’apres le « bilan des examens du permis de conduire » pour 'année 2014 publiée par le Ministere de I'Intérieur en
novembre 2015, 20 % des personnes qui se sont présentées a I'épreuve pratique du permis de conduire avaient suivi
la filiere de 'apprentissage anticipé de la conduite (AAC). Parmi ces candidats, 75 % ont été recus a I'examen. Pour les
candidats n'ayant pas suivi la filiére AAC, le taux de réussite a I'examen était seulement de 56,6 %.

On choisit au hasard I'un des candidats a I'épreuve pratique du permis de conduire en 2014.

On considére les événements suivants :

— A «le candidat a suivi la filiere AAC »;
— R «le candidat a été recu a I'examen ».

On rappelle que si E et F sont deux évenements, la probabilité de I'évenement E est notée P(E) et celle de E sachant
F est notée Pr(E). De plus E désigne I'événement contraire de E.

1. a) Donner les probabilités P(A), PA(R) et Pz(R).
b) Traduire la situation par un arbre pondéré.

2. a) Calculer la probabilité P(ANR).
b) Interpréter ce résultat dans le cadre de I'’énoncé.

3. Justifier que P(R) = 0,6028.

4. Sachant que le candidat a été recu a ’examen, calculer la probabilité qu’il ait suivi la filiere AAC.
On donnera une valeur approchée a2 10~# prés de cette probabilité.

PARTIE B

Un responsable d’auto-école affirme que pour 'année 2016, la probabilité d’étre recu a I'examen est égale a 0,62.
Ayant des doutes sur cette affirmation, une association d’automobilistes décide d’interroger 400 candidats a I'examen
parmi ceux de 2016. Il s’avere que 220 d’entre eux ont effectivement obtenu le permis de conduire.

1. Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence de candidats recus dans un
échantillon aléatoire de 400 candidats.

2. Peut-on émettre des doutes sur I'affirmation du responsable de cette auto-école?
Justifier votre réponse.

PARTIE C

Selon une enquéte menée en 2013 par 'association « Prévention Routiere », le cotit moyen d’obtention du permis
de conduire atteignait environ 1500 €. On décide de modéliser le cotit d’'obtention du permis de conduire par une
variable aléatoire X qui suit la loi normale d’espérance p = 1500 et d’écart-type o = 410.
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1. Déterminer une valeur approchée a 1072 prés de la probabilité que le cotit du permis de conduire soit compris
entre 1090 € et 1910 €.

2. Déterminer P (X < 1155).
On donnera le résultat sous forme approchée a 1072 pres.
3. a) Parlaméthode de votre choix, estimer la valeur du nombre réel a arrondi a I'unité, vérifiant P (X = a) =0,2.

b) Interpréter ce résultat dans le cadre de I'énoncé.

EXERCICE 8 (D’apres sujet bac France métropolitaine, La Réunion 2017)
Dans cet exercice, tous les résultats seront arrondis au millieme pres.

1. Unsupermarché dispose de plusieurs caisses. Un client qui se présente a une caisse doit attendre un certain temps
T; avant d’étre pris en charge par le caissier. On considére que ce temps d’attente T} exprimé en minute, est une
variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [0;12].

a) Quelle estla probabilité qu’'un client attende au moins 5 minutes avant d’étre pris en charge?
b) Quel est le temps moyen d’attente a une caisse?

2. Le gérant du magasin décide de mettre a disposition des clients des caisses automatiques, de facon a réduire le
temps d’attente pour les clients ayant un panier contenant peu d’articles.

Le temps d’attente T, exprimé en minute, a chacune de ces caisses automatiques est modélisé par une variable
aléatoire qui suit la loi normale de moyenne 5 et d’écart type 1,5.

Calculer la probabilité que le temps d’attente a une caisse automatique soit compris entre 0,75 minute et 6 minutes.
3. Ces caisses automatiques tombent souvent en panne. On donne les informations suivantes.

— Le nombre de caisses automatiques est n = 10.

— La probabilité qu’'une caisse automatique tombe en panne pendant une journée donnée est p = 0,1.

— Une panne constatée sur une caisse automatique n'influence pas les autres caisses automatiques.

Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de caisses automatiques qui tombent en panne pendant une

journée donnée.

a) Quelle estla loi de probabilité suivie par X ? Préciser ses parametres.

b) Calculer la probabilité pour qu’aucune caisse automatique ne tombe en panne pendant une journée donnée.

4. Sur la devanture de son magasin, le gérant du supermarché affiche :
«Plus de 90 % des clients de notre magasin sont satisfaits par la mise en place de nos caisses automatiques. »

Une association de consommateurs souhaite examiner cette affirmation. Pour cela, elle réalise un sondage : 860
clients sont interrogés, et 763 d’entre eux se disent satisfaits par la mise en place de ces caisses automatiques.

Cela remet-il en question I'affirmation du gérant?
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ACTIVITE 1

Une entreprise fabrique deux types de produits notés A et B. Ces produits sont fabriqués sur trois sites de production
S1, S2 et S3.
En septembre 2016 :

— le site S1 a fabriqué 50 milliers d’articles A et 70 milliers d’articles B;
— le site S2 a fabriqué 40 milliers d’articles A et 90 milliers d’articles B;
— le site S3 a fabriqué 120 milliers d’articles B;

. . s D . 50 40 0
On représente la production du mois de septembre a 'aide de la matrice Py = ( )

70 90 120

60 50 0)

La production du mois d’octobre 2016 est donnée par la matrice Py = (70 90 120

PARTIE A

1. Déterminer la matrice T} représentant la production totale des mois de septembre et octobre pour chaque site.

2. En novembre 2016, pour faire face a la demande, la direction décide d’augmenter de 10% la production du mois
d’octobre de chaque article, dans chaque site.

Déterminer la matrice P, représentant la production de novembre 2016.

PARTIE B

1. Le colit de la main d’ceuvre est le méme pour chaque article fabriqué, mais il différe selon le site de production.
Pour S1 le cotit de la main d’ceuvre est de 25 €; pour S2, il est de 28 €; pour S3, il est de 30 €.

a) Calculer le cotit de la main d’ceuvre, en octobre 2016, pour la fabrication des articles A.
b) Représenter le cotit de la main d’ceuvre par un vecteur-colonne C.

¢) En considérant les matrices P; et C, déterminer la matrice M; représentant le cotit de la main d’ceuvre pour la
fabrication en octobre 2016 des articles A et des articles B.

2. Le prix de la matiére premiere nécessaire a la fabrication de chaque article est de 18 € pour un article A et 22 € pour
un article B.

a) Représenter le colit de la matiére premiére par un vecteur-ligne L.

b) En considérant les matrices L et P;, déterminer la matrice A; représentant le montant des achats de matiére
premiere nécessaire a la fabrication des articles en octobre 2016 pour chacun des trois sites.

PARTIE C

1. 20% des articles A et 40 % des articles B sont destinés a I'exportation.

a) Calculer le produit matriciel suivant :

0,2 04 8 60 50 0
0,8 0,6 70 90 120

b) Donner une interprétation du produit :
1
0,2 0,4X60 50 Ox1
08 06/ \70 90 120 1

2. Le prix de vente d’'un article A est de 56 € et celui d'un article B est de 62 €.

A l'aide d’un calcul matriciel, déterminer le chiffre d’affaire réalisé par cette entreprise en octobre 2016, en
supposant que toute la production a été vendue.
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| DEFINITIONS

1 MATRICE

On appelle matrice de dimension m x n (ou d’ordre m x n) un tableau de m lignes et n colonnes de nombres réels.
On note a;,; I'élément de la matrice situé a I'intersection de la i-iéme ligne et de la j-ieme colonne.

Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets

al,l e al,j e al,n al,l e al,j e al,n
A= ai,l e ai,j e ai,n OUA= ai,l e ﬂi,j e al-'n
am1 am'j am,n am1 am,j am,n
EXEMPLE
60 50 0

La matrice P = ( ) est une matrice d’ordre 2 x 3, le coefficient ay 3 de la matrice P est ap 3 = 120.

70 90 120

2 CAS PARTICULIERS

MATRICE CARREE

Une matrice ayant le méme nombre 7 de lignes et de colonnes est une matrice carrée d’ordre 7.

EXEMPLE
-12 V2 1
La matrice M = 0 -1 0] estune matrice carrée de dimension 3.
3 2 1

VECTEUR LIGNE

Une matrice formée d'une seule ligne et de n colonnes est une matrice ligne ou vecteur ligne.

EXEMPLE

La matrice A= (60 50 0) est une matrice ligne de dimension 1 x 3.

VECTEUR COLONNE

Une matrice formée de m lignes et d'une seule colonne est une matrice colonne ou vecteur colonne.

EXEMPLE
25

La matrice C = | 28 | est une matrice colonne de dimension 3 x 1.
30

3 EGALITE DE DEUX MATRICES

Deux matrices A et B sont égales si, et seulement si, elles ont méme dimension et que tous leurs éléments situés a
la méme place sont égaux.

EXEMPLE

. . 5 2-a -3 5 1
DlrequelesmatrlcesA—(_1 3 O)etB—(_l 3 bh4o

2—a=1 a=1
—
{b+2=0 {b:—z
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Il MATRICES ET OPERATIONS

1 TRANSPOSEE D’UNE MATRICE

La transposée ‘A (aussi notée A”) d’'une matrice A de dimension m x n est la matrice de dimension n x m obtenue
en échangeant les lignes et les colonnes de A.

EXEMPLE
60 50 0 60 70

La transposée de la matrice P = de dimension 2 x 3 est la matrice ‘P =[50 90 | de dimension 3 x 2.
70 90 120 0 120

2 ADDITION DE MATRICES

La somme de deux matrices A et B de méme dimension est la matrice notée A+ B obtenue en ajoutant les éléments
de A et ceux de B situés a la méme place.

Si A=(ajj)i<i<m et B = (bj j)1<i<m sont deux matrices d’ordre m x n alors
1<js<n 1<js<n

A+B=(aij+Dbij)<i<m
1<js<n

EXEMPLE

50 40 0] ., _(60 50 0
70 90 120/ 717 |70 90 120/

Soient les matrices Py = (

P0+P1 =

50+60 40+50 0+0)

110 90 0
70+70 90+90 120+120

140 180 240

PROPRIETES

Si A, B et C sont des matrices de méme dimension alors :

— A+B=B+A.
— A+(B+C)=(A+B)+C

3 MULTIPLICATION PAR UN REEL

Le produit d'une matrice A par un réel k est la matrice kA obtenue en multipliant chaque élément de A par le réel
k.
Si A=(a; j)lsism est une matrice d’ordre m x n alors pour tout réel k

1<js<n
kA= (kaij)i<ism
1<sjsn
EXEMPLE
. 60 50 0
SIP—(70 90 120) alors :
L1xP= 1,1x60 1,1x50 1,L1x0) (66 55 0
’ “{1,1x70 1,1x90 1,1x120/ |77 99 132
PROPRIETE

Soient A et B deux matrices de méme dimension et k unréelon a:

k(A+B)=kA+ kB
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4 PRODUIT DE MATRICES

MULTIPLICATION D’UNE MATRICE LIGNE PAR UNE MATRICE COLONNE

TeES 4

/Soient A une matrice ligne de dimension 1 x n et B une matrice colonne de dimension 7 x 1.

Le produit A x B de ces deux matrices est :
by
(e - ai - ap)x|bi|=(a1xby+--+a;xbj+-+ayxby)
by,

\Ee produit A x B de ces deux matrices est la matrice de dimension 1 x 1 qui n’a qu'un seul élément.

EXEMPLE
25

(60 50 0)x|28]=(60x25+50x28+0x30) = (2900)
30

PRODUIT DE DEUX MATRICES

Si A= (a;)

1<
1<sksn 1sjsp

n
produitC=AxB=|)_ a;x by est une matrice de dimension m x p.
k=1 1<ism
1<js<p

matrice constituée de la j-iéme colonne de la matrice B(1<sismetl<j<p).

i<m €st une matrice de dimension m x n et si B = (Iok, j)lsksn est une matrice de dimension 7z x p, le

Chaque élément c;,; de la matrice C est le produit de la matrice constituée de la i-ieme ligne de la matrice A par la

En pratique, il est commode de disposer les deux matrices de la facon suivante pour effectuer le produit :

B : nlignes p colonnes

S
=

Cl,j Cl,p

o
<

am,l am,k am,n Cm,l Cm,j Cm,p
A: mlignes n colonnes C = Ax B:mlignes p colonnes

EXEMPLE

0,2 04 B= 60 50 0
0,8 0,6 “{70 90 120

Soient les deux matrices A = (

La matrice A est d’ordre 2 x 2 et la matrice B est d’ordre 2 x 3. Le produit C = A x B est une matrice d’ordre 2 x 3 :
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) 214 . Y s . 60

— Lélément ¢, de la matrice C s'obtient en effectuant le produit [0,2  0,4] x 20l = [0,2x60+0,4 x70]
) 212 . s . . 50

— Lélément c;,» de la matrice C s’obtient en effectuant le produit [0,2 0,4] X 90| = [0,2 x50+ 0,4 x 90]

— Lélément c; 3 de la matrice C s’obtient en effectuant le produit [0,2 0,4] x 128] = [0,2 x0+0,4 x 120]
) 214 . ) . . 60

— Lélément ¢, de la matrice C s'obtient en effectuant le produit [0,8  0,6] x 20| = [0,8x60+0,6 x70]
.y . e . 50

— Lélément c,» de la matrice C s’obtient en effectuant le produit [0,8 0,6] X 90| = [0,8 x50+ 0,6 x 90]

0

— Lélément ¢, 3 de la matrice C s'obtient en effectuant le produit [0,8  0,6] x ] =[0,8x0+0,6x120]

120

Soit en définitive :
C= (0,2 0,4) (60 50 0) _ (40 46 48)

0,8 0,6 “170 90 120/ 790 94 72

REMARQUE

Si le nombre de colonnes de la matrice B est différent du nombre de lignes de la matrice A, le produit B x A n’est pas
défini!

5 PROPRIETES

Soient A, B et C trois matrices telles que les sommes et les produits ci-dessous sont définis :
— Ax(BxC)=(AxB)xC.

— Ax(B+C)=AxB+AxC.

— (A+B)xC=AxC+BxC.

REMARQUES

— | Engénéral A x B # B x Ail faut faire attention a I'ordre dans lequel on effectue les calculs.

EXEMPLE
32 Ly o 10 0 1 -2 gy [3 72 -1 =2
Y Y L et AP Y S S 1 o (P
-1 -1 0 -1 1 -1 -1
—‘ A x C =B x C ne signifie pas que A= B.
EXEMPLE
-3 -2 1 -3 0 -1 2 3 —a [} 3 0 -1
2 4 -7 B S 1 3 -6/ 1= o
1 -2 1 -2

— ‘ A x B =0 ne signifie pas que A=0ou B =0.

EXEMPLE

(_4 z 2)x 3 -2 -3
5 -6 -5/ \0

Il
(=)
o O O
oS O O
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11l MATRICES CARREES

1 MATRICE IDENTITE

MATRICE DIAGONALE

Une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls, sauf éventuellement les coefficients de la diagonale, est
appelée matrice diagonale.

EXEMPLES
1 0 0 0 0 1

Lamatrice A=|0 -5 0] estune matrice diagonale. La matrice B=|0 -5 0 [ n’est pasune matrice diagonale.
0 0 O 1 0 O

DEFINITION

La matrice diagonale d’ordre n dont tous les coefficients sur la diagonale sont égaux a 1 est appelée matrice identité
d’ordre 7, on la note I,,.

EXEMPLES
1 0 0O
1 0 0
1 0 01 0 O
12‘(0 1) 13‘8 (1) (1) L=19 0 1 o0
0 0 0 1
PROPRIETE

‘ Soit A une matrice carrée d’ordre n alors A x I, = I, x A= A, ou I, est la matrice identité d’ordre n.

EXEMPLE
1 -2 5\(1 0 O 1 -2 5 1 0 0\(1 -2 5 1 -2 5
1 0 3J1{0 1 0]=|1 0 3let|0O 1 O0f]1 0 3|1=]|1 0 3
1 -3 2J\0 0 1 1 -3 2 0 0 1J\1 -3 2 1 -3 2

2 PUISSANCES D’UNE MATRICE CARRE

Soit A une matrice carré d’ordre n et p un entier supérieur ou égal a 1.
La puissance p-ieme de la matrice A estla matrice carrée d’ordre n obtenue en effectuant le produit de p matrices

égales a A.
AP=AxAx---x A
—_—

p fois
Par convention A® = I,,.
EXEMPLE
-3 1 2
SoitA=|-5 1 4
1 -1 2
-3 1 2 -3 1 2 6 -4 2
A>=AxA=|-5 1 4|x|-5 4]={14 -8 2
1 -1 2 1 -1 2 4 -2 2
6 -4 2 -3 1 2 4 00
AB=AxA=[14 -8 2|x|-5 4l={o0 4 o
4 -2 2 1 -1 2 0 0 4
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3 INVERSE D’UNE MATRICE CARREE

DEFINITION

Une matrice carrée A d’ordre n est inversible, s’il existe une matrice carrée B d’ordre n telle que Ax B=B x A= Iy,
ou I, est la matrice identité d’ordre n.
La matrice inverse de A si elle existe, est unique et est notée Al

EXEMPLE

La matrice A= (_g _i) est elle inversible ?

4 =2 b 1 0
Calculons a, b, c et d tel que (_ 3 1) (z d) = (0 1). a, b, ¢ et d sont les solutions éventuelles du systéme :
1 1
4a-2c=1 2a—c=— “Z_E
2
4b-2d =0 _ — b=-1
— 3a+c=0 — 3
—3a+c=0 2b—d=0 c=-3
—3b+d=1 —3b+d=1 d=—2
1
|
. . 4 -2 . . 2
Linverse de la matrice A = _3 1 est la matrice A™" = 3
-2 2
2

4 APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES

/ a1,1x1+a1,2x2+---+a1'nxn=b1 \

ax1 X1 +ap2Xp +--+ a2 nXp = bg

Un systeme linéaire a n équations et n inconnues :

ap1X1+ ap2X2 + -+ annXn = by

ay o @n X1
peut s’écrire sous la forme matricielle AX =Bou A=| : . . | estune matrice carrée d’ordre n, X =
an,1 *** Qpn Xn
b
et B=| : | sont des matrices colonnes de dimension n x 1.
by
Qla matrice A est inversible, alors le systtme admet une unique solution donnée par X = A'B. /
EXEMPLE
x—-3y+z=6
Soit le systeme { 2x—y+3z=-2
—4x+3y—-6z=1
1 -3 1 X 6
Posons A=| 2 -1 3, X=|yletB=|-2
-4 3 -6 z 1
Alors le systeme peut s’écrire sous la forme matricielle AX = B
3 15 8
La matrice A est inversibleet A~' = 0 2 1 | on en déduit que
-2 -9 -5

AX=B < A'AX=A"'B<< X=A"'B

Soit
X 3 15 8 6 —4
yl=| 0 2 1| x|-2|=]-3
z -2 -9 -5 1 1

On obtient ainsi, 'unique solution du systéme x = —4; y=-3etz=1.
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5 COMPLEMENTS (hors programme)
RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES A L' AIDE DE LA MATRICE AUGMENTEE

La méthode de base pour résoudre un systéme d’équations linéaires est de remplacer le systéme par un autre, plus
simple, ayant le méme ensemble de solutions.
Ceci se fait par une succession d’opérations, appelées opérations élémentaires :

— multiplier une équation par un réel non nul;
— permuter deux équations;
— ajouter un multiple d’'une équation a une autre équation.
ajjxytaypXxy+---+aypXpy = b1

. . o . . Ap X1+ App X+ + Ay nXn = by
Soit un systéme linéaire a n équations et 7 inconnues :

ap1X1+ ap2Xo+ -+ aynXxn=by

m) a2 - An by
. ) .. N ) a1 Gz - G2n b,

La matrice augmentée associée au systeme est la matrice (A|B) =
ap,1 Qan2 -+ Qpn bn

N

Les opérations élémentaires appliquées a un systeme d’équations linéaires correspondent a des opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée. Ces opérations sont les suivantes :

— multiplier une ligne par un réel non nul;
— permuter deux lignes;

— ajouter un multiple d’une ligne a une autre ligne.

EXEMPLE
x-3y+z=6
Utilisons les opérations élémentaires pour résoudre le systéme { 2x— y+3z = -2

—4x+3y—-6z=1
La matrice augmentée associée au systeme est la matrice

1 -3 1 6
2 -1 3 -2
-4 3 -6 1

1. Obtenir 0 a la place du terme a,; par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 2 et la ligne 1.
Obtenir 0 a la place du terme as3,; par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 3 et la ligne 1.

1 % * | % 1 -3 1 6
0 * * * L2 — L2 - 2L1 0 5 1 -14
0 =* x| = Ly —L3+4L, 0 -9 -2 25

1 -3 1 6
L 1 1 14
0 1 =*|= Ly — =L 0 1 = S
0+ x| 5 5 5
0 -9 -2 25

3. Obtenir 0 a la place du terme a;,2 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 2.
Obtenir 0 a la place du terme as» par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 3 et la ligne 2.

L Ly +3L 1 0 8 12
1 L1 2 - i
1 0 = 5 15
1 4

0 1 = 0 1 il ==
0 0 x| x 5 5
L L3 +9L 0 0 1 1

3 3 2 5 5
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4. Obtenir 1 ala place du terme a3 3

8 12
1 0 - | -=

1 0 * 5 5
0 1 = | = 0 1 l _E
0 0 1] = 5 5
Ly—==5L3 g o 1 1

5. Obtenir 0 ala place du terme a; 3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 3.
Obtenir 0 a la place du terme a3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 2 et la ligne 3.

8
- 1 00 -4
1 0 0] = Ly 5L3
0 1 0] = 1 01 0 -3
0 0 1= L 5L3

Cette matrice augmentée correspond au systéme

x=-4
y=-3
=

On obtient 'unique solution du systeme x = —4; y=-3etz=1.

DETERMINER L'INVERSE D’UNE MATRICE

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour déterminer I'inverse, si elle existe, de la matrice A on applique la méthode
précédente a la matrice augmentée (A|I},).

Si la matrice A est inversible, a 'aide des opérations élémentaires on transforme la matrice augmentée (A|I,) pour
obtenir la matrice (I,/A™!)

EXEMPLE
0 -1 3
Soit la matrice A= | -2 1 -6|.Lamatrice augmentée est la matrice
-3 1 -8
0 -1 3 1 0 0
-2 1 -6 01 0
-3 1 -8 0 01

1. Permuter, s'il le faut, la premiére ligne avec une autre, pour que 1'élément de la premiére ligne et de la premiere
colonne soit non nul.

Li <Ly -2 1 -6 01 0
L, — L, 0 -1 3 1 0 0
-3 1 -8 0 0 1
2. Obtenir 1 ala place du terme ay;
1 1 1
L ——-=L 0 —— 0
2 2 2
0 -1 1 0 0
-3 1 -8 0 01

L3 —L3+31, 0 -
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4. Obtenir 1 ala place du terme ay»

1 1
1 —= 3 0 —=— 0
2 2
Ly —-L, 0 1 -3 -1 0 0
1 3
0 —= 1 0 ——- 1
2 2

. Obtenir 0 a la place du terme a; » par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 2.
Obtenir 0 a la place du terme a3 2 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 3 et la ligne 2.

1 3 1 1
Li—Li+-L, [1 0 = | —= -= 0
2 2 2 2
01 -3 -1 0 0
L L3+ lL 0 0 L L 3 1
ST 2 2 2
. Obtenir 1 ala place du terme a3 3
3 1 1
10 = | -= -= 0
2 2 2
0 1 -3 -1 0 0
Ly — 213 0 0 1 1 3 -2

. Obtenir 0 a la place du terme a; 3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 3.
Obtenir 0 a la place du terme ay 3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 2 et la ligne 3.

3
L1<—L1—§L3 1 0 0 -2 -5 3
Ly —1Ly+3L3 0 1 0 2 9 -6
0 0 1 1 3 -2
-2 =5 3
Ainsi, la matrice A est inversibleet A"l =] 2 9 -6].
1 3 -2
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EXERCICE 1

Une entreprise vend quatre types de produits notés P1, P, P3 et Py.
7 12 5 15

La matrice des commandes de trois clients notés X, Yet Zest C=[13 0 12 5 | les lignes étant relatives aux

2 7 13 8
clients et les colonnes aux produits.
1
1
1. Effectuer le produit C x 1] et interpréter le résultat.
1

2. Effectuer le produit (1 1 1) x C et interpréter le résultat.

3. Les prix unitaires de chacun des quatre produits sont respectivement 45 €, 15 €, 20 € et 30 €.
Calculer a ’aide d'un produit de deux matrices, le montant en euros de la commande de chacun des clients.

EXERCICE 2

Une usine fabrique deux articles A et B a partir de quatre composants différents C;, C, C3 et C;. La fabrication de
chacun des composants nécessite trois ressources X, Y et Z (par exemple travail, matieres premiéres et énergie).

Les deux tableaux suivants présentent les quantités de composants utilisées pour produire un article A et un article B
et les quantités de ressources, exprimées dans la méme unité, nécessaires a la fabrication de chaque composant.

X Y Z

C Cy Cs Cy C 10 15 3

A 3 2 2 1 Cy 15 18 8
B 4 3 0 2 Cs 1 6 2
Cy 4 11 2

1. ATl'aide d’un produit de matrices, calculer les quantités de chaque ressource intervenant dans la fabrication de
chaque article.

2. ATlaide d’'un produit de matrices, calculer les quantités de ressources nécessaires a la production de 1300 articles
A et 800 articles B.

EXERCICE 3

Calculer les produits suivants :

-3 5 -3 5
1 -1 -2 2 -3 -1
A:( ) 2 3 B:( ) 2 3
3 -5 1| | ] -103 =3 ] ]
1 ) -1 2 1
_( v -1 -2 3 5 4 -3 2 1 _2
C=l2 1 1 6 3
1 2 D=|-2 -3 0 -2 5
-2 1 14 -19)|1-3 -1 5
-2 -1 1
EXERCICE 4

Une entreprise fabrique deux types de produits notés A et B :

— lafabrication d’un article A nécessite 6 unités de matieres premieres, 4 unités de main d’ceuvre et 1 unité d’énergie;

— la fabrication d’'un article B nécessite 9 unités de matieres premieres, 3 unités de main d’ceuvre et 2 unités
d’énergie.

1. Onnote C = (40 20 80) la matrice ligne des cotts unitaires, en euros, des trois facteurs de production (matieres
premieres, main d’ceuvre et énergie).
Calculer sous forme d’'un produit de matrices, la matrice ligne P = (pa  pg) des prix de revient des produits A et
B.

2. Le bénéfice est égal a 20% du prix de revient sur le produit A et a 25% du prix de revient sur le produit B.

a) Déterminer les éléments de la matrice carrée M telle que la matrice ligne V = (v4  vg) des prix de vente de
chaque article soit égale au produit des deux matrices P et M.
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b) Calculer V.

3. Lentreprise recoit une commande de 100 produits A et 80 produits B. Calculer a 'aide d'un produit de deux
matrices, le montant total en euros de la commande.

EXERCICE 5

Pour la fabrication de deux produits A et B, on distingue quatre facteurs techniques de production : des unités de
matieres premiéres, des unités de conditionnement, des unités de main d’ceuvre et des unités d’énergie.

Le tableau suivant indique les quantités d'unités de ces facteurs nécessaires a la production d'une unité de produit A
et a celle d'une unité de produit B ainsi que la valeur estimée du cofit de revient d’'une unité de chacun de ces facteurs.

Facteurs techniques Produit A Produit B Coit de revient unitaire du
facteur (en euros)

Nombre d’unités de matiéres premieres 5 6 3

Nombre d’'unités de conditionnement 3 4 1

Nombre d’unités de main d’ceuvre 4 3 4

Nombre d’'unités d’énergie 1 2 2

La marge bénéficiaire sur chaque produit A et B est un pourcentage du cofit total de production. Elle est égale a 30 %
pour le produit A et a 35 % pour le produit B.

On consideére les matrices suivantes :

5 3 1 . . . S s
— F= ( 6 4 3 2) dont les éléments sont les quantités de facteurs de production nécessaires a la fabrication des
deux produits A et B.

— U dont les éléments sont les cofits unitaires des facteurs de production.
— C dont les éléments sont les cofits de production des deux produits A et B.

— V dont les éléments sont les prix de vente des deux produits A et B.

1. Déterminer les éléments de la matrice U de fagon a ce que le produit des matrices F et U soit égal a la matrice C
des cotits de production. Calculer la matrice C.

2. Déterminer les éléments de la matrice carrée M telle que la matrice V des prix de vente soit égale au produit des
deux matrices M et C. Calculer V.

3. Un client commande 150 unités de produit A et 200 unités de produit B.
ATlaide d’'un produit de matrices, calculer le montant total (en euros) de la commande.
EXERCICE 6

Soit I, = ((1) (1)) et M= (_ab Z) ou a et b sont deux réels non nuls.

Déterminer les éléments de la matrice J telle que M = al, + b]J.

EXERCICE 7
-3 -5
it A= .
Soit ( 9 3 )

1. Calculer A2, en déduire I'inverse de la matrice A.

2. Calculer A3 et A*. Quel est I'inverse de la matrice A%?

EXERCICE 8
3 -1 S
On consideére les matrices A = etB=| 2 -1
-2 21 14 -9

Calculer le produit AB. Peut-on conclure que B estI'inverse de A?

EXERCICE 9

. . 1 1 4 1
Soient les matrices P = (2 _1) etM= (2 5),
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1. Calculer P?. En déduire que P est inversible et calculer P~
2. Soit D = P~ MP, calculer D et D?.
3. Vérifier que M? = PD?P~!,

n
4. On admet que pour tout entier n, D" = (60 Son). Calculer M°.
EXERCICE 10
-2 =2 1
Soit Alamatrice A= 3 5 -3
5 10 -6

1. Déterminer la matrice M telle que A= M — I3.
2. Calculer M?.
3. Endéduire A%

EXERCICE 11

b
Soit T = (_al _ 2) ol a et b sont deux réels. Calculer a et b pour que T = T~!,

EXERCICE 12

0 -2 1 -3 -6 -2

On considere les matrices P=| —1 2 —1lletA=| 2 5
3 -1 1 4 3

1. Onnote P~! la matrice inverse de la matrice P. Vérifier que P~} =

2. Déterminer la matrice D telle que A= P x D x P7},
3. Calculer D?, D? et D*.
4. Calculer A2, A3 et A,

EXERCICE 13
4 -1 2

On considere la matrice A= 2 -1 -3

-4 1 -3
1. Calculer A2 et AS.
2. En déduire A® puis A3” o1 1 est un entier naturel non nul.
3. Calculer I'inverse de la matrice A3.
4. a) Développer le produit (A I3) x (A% + Al + I3%).

b) En déduire I'inverse de la matrice B=A-I3

EXERCICE 14

On se place dans le cas d’'une économie fermée a deux branches A et B.

N = O

TeES 4

Une partie de la production de chaque branche ne sert pas directement a la consommation finale, chaque branche

utilisant des consommations intermédiaires de production pour produire.

On suppose que :

— La production d’'une unité de la branche A consomme 0,1 unité de production du secteur A et 0,4 unité de

production du secteur B.

— La production d’'une unité de la branche B consomme 0,3 unité de production du secteur A et 0,2 unité de

production du secteur B.
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01 03

04 0 2) est appelée la matrice des coefficients techniques. X = (5 A) est la matrice production
) ) B

La matrice A = (

des productions totales exprimées en unité monétaire de chaque branche et D = ( dA) est la matrice demande des
B

consommations finales exprimées en unité monétaire de chaque branche.
On considére dans tout I'exercice que X, A et D vérifient I'égalité matricielle :

X = AX + D
~— ~—~—
Production totale  Consommations intermédiaires Consommations finales

1. On suppose dans cette question que la production totale p4 de la branche A est de 400 unités monétaires et que la
production totale pp de la branche B est de 500 unités monétaires.
a) Déterminer les consommations intermédiaires de chacune des deux branches.

b) Quelles sont les consommations finales de chacune des deux branches?

1
2. Onnote I, = (

0 L. P . . . _
0 1) la matrice identité d’ordre 2. La matrice I, — A est inversible et (I, — A)~! =

WIN W
N|W N -

a) Montrer que X = (I — A)~LD.

270), quelle doit étre la production de

chaque branche pour satisfaire la demande des consommations finales?

. . . . 180
b) Sila demande des consommations finales en unité monétaire est D = (

EXERCICE 15

Une économie fictive est structurée en trois secteurs A, B et C (par exemple Agriculture, Industrie et Services).

Une partie de la production de chaque secteur ne sert pas directement a la consommation finale des consommateurs.
En effet, chaque secteur utilise une part de la production des différents secteurs pour travailler, il s’agit des
consommations intermédiaires.

On considére dans tout I'exercice que :

— la production d'une unité du secteur A consomme 0,1 unité de production du secteur A, 0,2 unités de production
du secteur Bet 0,1 unité de production du secteur C;

— la production d’'une unité du secteur B consomme 0,3 unités de production du secteur A et 0,25 unités de
production du secteur B et 0,2 unités de production du secteur C;

— la production d’'une unité du secteur C consomme 0,2 unités de production du secteur B et 0,2 unités de
production du secteur C;

— la production totale de chaque secteur est la somme de toutes les consommations intermédiaires et de la
consommation finale des consommateurs.

1. On suppose dans cette question que le vecteur colonne des productions totales de chacun des trois secteurs est
150
P =1300|{.
200

a) Alaide d’un produit de matrices, calculer le vecteur colonne des consommations intermédiaires de chacun des
trois secteurs.

b) Quelles sont les consommations finales des consommateurs de chacun des trois secteurs?

2. On suppose dans cette question que la demande des consommations finales est de 81 unités du secteur A, 144
unités du secteur B et 108 unités du secteur C.
Déterminer la production totale de chaque secteur pour satisfaire la demande des consommations finales?

EXERCICE 16

Les 1500 salariés d'une entreprise sont répartis dans trois services A, B et C. Pour rééquilibrer les effectifs des trois
services, il a été décidé que :
— 10% des salariés du service B seront affectés au service C.

— 5% des salariés du service A seront affectés au service B et 15% au service C.
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Apreés cette restructuration, le nombre de salariés du service B a diminué de 15 personnes et 159 salariés ont été mutés
dans le service C.

On note x, y et z le nombre de salariés respectifs des trois services A, B et C avant la restructuration.

Calculer les effectifs de chaque service apres la restructuration.

EXERCICE 17

Dans une entreprise de 60 personnes, le salaire moyen mensuel des employés est de 1500 €, celui des techniciens est
de 2600 € et celui des cadres de 4200 €.

La masse des salaires versés chaque mois par cette entreprise est de 114 000 €.

Si on augmente de 6,4% le salaire des employés et de 4,5% celui des cadres et techniciens alors la masse des salaires
mensuels augmente de 5,6%.

Quel est I'effectif de chaque catégorie de salariés de cette entreprise?

EXERCICE 18

Déterminer la fonction polynome du second degré dont la courbe représentative est la parabole € passant par les
points A(-1;-3), B(3;-5) et C(4;—-13).

EXERCICE 19

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = ax? + bx+c.
Déterminer les réels a, b et ¢ sachant que f(2) =0, f(-1) =3 et f'(1) =-3.

EXERCICE 20

Soit 2 la parabole d’équation y = ax? + bx+c.

La parabole £ passe par le point A(1;2) et coupe la droite d d’équation y = —2x + 3 en deux points d’abscisses
respectives —1 et 2.

Déterminer 'équation de la parabole 2.

EXERCICE 21

Une commune met en place un nouveau service internet par abonnement. Labonnement d'une durée de un an est
renouvelable a la fin de chaque année.

On suppose que l'effectif de la population concernée par ce service n'évolue pas et est égal a 50 000.

On estime que chaque année, 79% des abonnés renouvelleront leur abonnement en fin d’année et que 4% des non
abonnés d'une année s’abonneront 'année suivante.

On note a, le nombre d’abonnés la n-iéme année et b, le nombre de personnes qui ne sont pas abonnés la n-iéme
année.

On pose ap =0 et by = 50000

1. Soit 7 un entier naturel. Exprimer a4 et b,+1 en fonction a, et b,.

0,79 0,04
0,21 0,96
Vérifier que X+ = AX,,.

. . . . a
2. Soit Ala matrice A= ( ) Pour tout entier naturel 7, on note X;, la matrice colonne ( b" )
n

4 1\ S 1(1 1
3. OnposeP—(21 _1).Ver1ﬁerqueP _25(21 _4)

4. a) Onpose D=P "' AP . Calculer D et D?.
b) Montrer que A2=pp?p1,

1 0

5. On admet que, pour tout entier n strictement positif, A" = PD"p~! D" = (0 0.75"

) et Xn = AnX().

a) Calculer A”.
b) En déduire les expressions de a;, et by, en fonction de n.
c) Calculer la limite de la suite (a,) et interpréter ce résultat.

d) Calculer la somme a;, + by,

1 -1 1
l)etDz(z 0)
2 -3 0 2
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1. Calculer D? et D3.

2. Onnote P! la matrice inverse de la matrice P. Vérifier que P! =

winwlN

1
3
4
3

3. Soit Ala matrice telle que A= P x D x P~1. Calculer A.
4. Montrerque A>=PxD?xP let AS=PxD3x P!,

PARTIE B

5
On consideére la suite (u,,) définie par up =2, u; = 1 et pour tout entier n, u,42 = 2 Up+1 — Un.

un+1)

1. Pour tout entier n, on pose V,, = ( u
n

a) Donner Vj et V.
b) Montrer que V41 =Ax V.
1 0
2. On admet que pour tout entier n, V;, = A" x Vj ot A" = P x D" x PletD"= (2n )
0o 2"

a) Calculer P x DS,
b) Calculer V;.

c) En déduire les valeurs de ug et u;.
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I GRAPHES PREMIERES DEFINITIONS

De maniere générale, un graphe est un ensemble de sommets et d’arétes (ou arcs) reliant ces sommets.
1l existe différents types de graphes, orientés ou non, ou autorisant plusieurs arcs entre deux sommets.

®

Graphe G Graphe G2 Graphe Gs3 Graphe Gy
1 DEFINITIONS

Un graphe non orienté G = (S, A) est déterminé par la donnée de deux ensembles :
— un ensemble fini non vide S dont les éléments sont appelés sommets

— un ensemble A de paires de sommets appelées arétes.

Si§={x1,%2, - ,xn} estI'ensemble des sommets d'un graphe G, une aréte a de 'ensemble A s’écrit a = {x;,x;} ou x; et
x; sont les extrémités de a.

Les sommets x; et x; sont alors adjacents dans le graphe G et on dit qu'ils sont incidents avec I'aréte a.

Lorsque les deux extrémités sont confondues (x; = xj) I'aréte s’appelle une boucle.

Deux arétes sont dites paralléles lorsqu’elles ont mémes extrémités.

ORDRE D’UN GRAPHE

On appelle ordre d'un graphe le nombre () de sommets de ce graphe.

Par exemple :
les graphes Gj et G2 sont d’ordre 4; le graphe G3 est d’ordre 5 et le graphe G4 est d’ordre 7.

GRAPHE SIMPLE

‘ Un graphe est dit simple si deux sommets distincts sont joints par au plus une aréte et s’il est sans boucle.

GRAPHE ORIENTE

Un graphe peut étre orienté, une aréte est alors appelée un arc. Un arc est défini par un couple ordonné (x;,x j) de
sommets.

REMARQUE

A tout graphe orienté, on peut associer un graphe simple.

Par exemple sur un plan de ville ot sont indiquées les rues en sens uniques, un piéton ne tiendra pas compte de
I'orientation pour se déplacer.

Au graphe orienté on associe le graphe simple

SOUS GRAPHE

Il arrive que dans certains problémes on ait besoin de considérer une partie d'un graphe :

G' = (§',A) est un sous-graphe de G = (S,A) si S’ est un sous ensemble de S et A’ un sous ensemble de A tel que les
extrémités des arétes de A’ sont des sommets de S'.

Si A’ est constitué de toutes les arétes de A ayant pour extrémités les sommets de S alors on dit que G’ = (§',A")
est le sous-graphe engendré par S'.
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EXEMPLE

Si
O 6 S6

S1 $2 S5
S5
6
S4 7 S3 o
S3 G, estle sous graphe de G
Graphe G G1 estun sous graphe de G 2 grap

engendré par {S3,54,S5,56,57}

GRAPHE COMPLET

Un graphe complet K, est un graphe simple d’ordre 7 = 1 dont tous les sommets sont deux a deux adjacents.

AN KA &

Deux représentations du Ky

2 DEGRE D’UN SOMMET

On appelle degré d'un sommet le nombre d’arétes dont ce sommet est une extrémité (les boucles étant comptées
deux fois). Ce degré vaut 0 si le sommet est isolé.

EXEMPLE
Dans le graphe ci-contre, les degrés des sommets sont : S1 2
S6
Sommets S1 S2 $3 S S5 S $7
Degrés 2 4 2 3 2 1 0
°
S4 §7

$3

DEGRE D’UN SOMMET DANS UN GRAPHE ORIENTE

Soit s un sommet d'un graphe orienté G.
— Onnote d™ (s) le degré extérieur du sommet s, c’est-a-dire le nombre d’arcs ayant s comme extrémité initiale.
— Onnote d™ (s) le degré intérieur du sommet s, c’est-a-dire le nombre d’arcs ayant s comme extrémité finale.

Le degré du sommet s est :
d)=d* () +d (s)

EXEMPLE
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Dans le graphe ci-contre, les degrés des sommets sont :
dt(s))=2etd (sp))=1doud(s)=3 . Qz 56
dt(ss)=2etd (sp)=3doud(s2)=5
dt(ss)=1letd (s3)=4doud(s3)=5
dt(ss)=2etd (sa)=1doud(ss)=3
dt(ss)=2etd (s5)=1doud(ss)=3 S5
d*(ss) =1letd (ss) =0doud(ss)=1 54 53

REMARQUE

Dans un graphe orienté, la somme des degrés extérieurs et la somme des degrés intérieurs sont égales au nombre
d’arcs.
Si on note a le nombre d’arcs d’'un graphe orienté alors Y. d* (s) =Y. d™(s) = a.

Par exemple si dans une réunion on échange des cadeaux, le nombre de cadeaux offerts est égal au nombre de cadeaux
regus, c’est le nombre de cadeaux échangés.

THEOREME

La somme des degrés de tous les sommets d'un graphe est égale a deux fois le nombre d’arétes de ce graphe; c’est
donc un nombre pair.

N

3% DEMONSTRATION

Lorsqu’on additionne les degrés des sommets, une aréte est comptée deux fois, une fois pour chaque extrémité.

COROLLAIRE

Dans un graphe, le nombre de sommets impairs est un entier pair.

N

3% DEMONSTRATION

Soit p la somme des degrés des sommets pairs et m la somme des degrés des sommets impairs.

m+ p est égal ala somme des degrés des sommets c’est donc un nombre pair donc m est un nombre pair.
Or une somme d’entiers impairs est paire si, et seulement si, il y a un nombre pair de termes.

On en déduit que le nombre de sommets impairs est un entier pair.

PROPOSITION

Dans un graphe simple d’ordre n > 1, il existe deux sommets distincts s; et s; ayant le méme degré.

# DEMONSTRATION

Soit G un graphe simple d’ordre n > 1. Le degré d'un sommet s quelconque du graphe G est un entier d(s) tel que :
0<d(s)<n-1.

Supposons que les degrés des sommets soient différents.

Les degrés des n sommets sont les entiers {0,1,---,n — 1} et il existe un sommet s; de degré 0 et un sommet s; de degré
n-1.

Orsid(s j) = n—1 cela signifie qu'il est adjacent a tous les sommets du graphe et en particulier au sommet s; donc
disp)=1

Ce qui est en contradiction avec d (s;) = 0.
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3 REPRESENTATION MATRICIELLE D’UN GRAPHE

Soit G = (S,A) un graphe d’ordre n dont les sommets sont numérotés de 1 a n.

La matrice d’adjacence de G est égale a la matrice carrée M = (m; ;) de dimension n x n ot m; j est égal au nombre
d’arétes d’extrémités les sommets s; et s;.

Dans le cas d’'un graphe orienté, m;; est égal au nombre d’arcs ayant pour origine le sommet s; et pour extrémité
finale le sommet s;.

EXEMPLES
1.
S1 5
“ 10 0 o
La matrice d’adjacence du graphe orienté G; est M (G;) = 110 0
S4
S3 0 01 0
2. 91
$2
e oo
La matrice d’adjacence du graphe simple G, est M (Gz) = 110 1
S4
S3 0 0 1 0
REMARQUES

1. La matrice d’adjacence d'un graphe non orienté est symétrique.
2. Ladiagonale de la matrice d’adjacence d'un graphe simple ne comporte que des 0.

3. La demi somme de tous les coefficients de la matrice d’adjacence d'un graphe non orienté est égale au nombre
d’arétes de ce graphe.

4. La somme de tous les coefficients de la matrice d’adjacence d'un graphe orienté est égale au nombre d’arcs de ce
graphe.

— La somme des coefficients de la ligne i est égale au nombre de successeurs du sommet s;.

— Lasomme des coefficients de la colonne i est égale au nombre de prédécesseurs du sommet s;.

4 GRAPHES ISOMORPHES

Deux graphes isomorphes ont la méme structure : peu importe la fagcon dont ils sont dessinés, il est possible de
déplacer les sommets pour que I'un soit la copie conforme de 'autre.

EXEMPLE

Considérons les trois graphes ci-dessous :

Les trois graphes ont le méme ordre (6), le méme nombre d’arétes (9) et les sommets des trois graphes sont tous de
degré 3.

Or dans B il y a deux sous graphes complets d’ordre 3 ce qui n’est pas le cas pour les graphes A et C. Donc B n’est pas
isomorphe a AetC.

Montrons que les graphes A et C sont isomorphes.
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as ap c1 c3 C5
ag ay
A C
as ag 2 C4 C6

Les sommets étant numérotés comme indiqué ci-dessus les deux graphes ont la méme matrice d’adjacence :

My=Mc =

— O = O = O
S = O - O+
— O = O - O
O - O - O -
— O = O = O
SO = O = O =

Donc A et C sont isomorphes.

REMARQUES

— Le graphe B est planaire : on peut le dessiner sans que ses arétes se croisent.

— Le graphe C (ou A) est un graphe biparti : il existe une partition de son ensemble S de sommets en deux sous-
ensembles X et Y telle que chaque aréte du graphe a une extrémité dans X et 'autre dans Y.

Ce n’est pas un graphe planaire, il est impossible de le dessiner sans que ses arétes se croisent.
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ACTIVITE 1

INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES

TeES 4

Voici le plan de trois étages d’'un musée. A chaque étage, un visiteur se rend compte qu’il peut choisir un itinéraire

passant une seule fois par chaque piece.

Pour chacun des étages :

Est-il possible de faire le tour de I'étage en passant exactement une seule fois par chacune des portes?
Dans ce cas, ou faut-il placer les portes d’entrée et de sortie de I'étage pour que ce parcours reste possible?

ACTIVITE 2

Voici un plan de la ville de Kénigsberg :

ATIRAR

Est-il possible de se promener en ne passant qu'une seule fois sur chacun des sept ponts?

A. YALLOUZ (MATH@ES)
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Il CHAINES, CYCLES ; CONNEXITE

Les graphes sont souvent utilisés pour modéliser des problémes associés a des parcours ou a des successions
d’actions. Pour cela, on introduit la notion de chaine.

1 DEFINITIONS

Soit G = (S,A) un graphe non orienté. Une chaine est une liste finie et alternée de sommets et d’arétes, débutant et
finissant par des sommets, telle que chaque aréte est incidente avec les sommets qui 'encadrent dans la liste.
Le premier et le dernier élément de la liste sont les extrémités initiale et finale de la chaine.

Si le graphe est simple, on peut définir une chaine par la liste de ses sommets ou de ses arétes.

1. La longueur d’'une chaine est égale au nombre d’arétes qui la composent.

. Une chaine dont toutes les arétes sont distinctes est une chaine simple.

2
3. Une chaine dont tous les sommets (sauf peut-étre les extrémités) sont distincts est une chaine élémentaire.
4. Une chaine est fermée sil'origine et I'extrémité finale de la chaine sont confondues.

5

. Une chaine fermée est un cycle i elle est composées d’arétes toutes distinctes.

REMARQUE

Les définitions précédentes, peuvent étre transposées au cas des graphes orientés.
On parlera de chaine orientée ou chemin et de cycle orienté ou circuit.

$2
EXEMPLE

Dans le graphe ci-contre :

N N . s: s
— La chaine {sg; S1; So; $2; So; S35 S0; S4; S0; S5; So} est une chaine fermée de longueur 10. 3 1

— Lachaine {s1; s2; $3; So; S4; S5} est une chaine élémentaire de longueur 5.

— Lachalne {s;; $2; So; $3; S4; So; S5; S1} est un cycle de longueur 7.
S4 S5
2 CHAINES DE LONGUEUR DONNEE

NOMBRE DE CHAINES

Soit G un graphe et M sa matrice d’adjacence.
Le nombre de chaines de longueur 7 joignant le sommet i au sommet j est donné par le terme d’indice i,j de la
matrice M".

DISTANCE

Soit G un graphe; si x et y sont deux sommets de G, la distance de x a y notée d(x,y), est la longueur d'une plus
courte chaine de G reliant x a y.

REMARQUES
— La distance d'un sommet a lui méme est nulle.

— S’il n'existe pas de chaines joignant deux sommets x et y, la distance de x a y est infinie.

DIAMETRE

On appelle diametre d'un graphe la plus grande des distances entre deux sommets du graphe.

EXEMPLE
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$2

01 0 0 0 O 3 [ S6
101000 o1

. 01 01 10 . . .

Soit M = 0010 1 1 la matrice d’adjacence du graphe G ci-contre
0 0 1 1 0 1 s ;
000110 4 >

Déterminons la matrice des distances D du graphe, dont le coefficient d;,; est égal a la distance entre les sommets i
etj.

La distance d'un sommet a lui méme est nulle et, on utilise le symbole co pour indiquer que la distance entre deux
sommets n’est pas encore fixée.

0 o0 c0o o0 oo o0

oo 0 oo oo oo oo

oo oo 0 oo oo o

D=

oo oo oo 0 oo o

co o0 oo oo 0 oo

co o0 oo oo oo 0
01 0 0 0 O 0 1 o0 o0 oo oo
1 01 0 0 O 1 0 1 oo oo o
La matrice M = 8 (1) (1) (1) i (1) donne les distances égalesa 1 : D= 2 Olo (1) (1) i 010
001 101 °© oo 1 1 0 1
000110 °© o oo 1 1 0
1 01 0 0 O 0 1 2 o0 o0 o
0 2 01 1 0 1 0o 1 2 2 oo
La matrice M? = (1) (1) 51; 51; ; ? donne les distances égalesa 2 : D= 020 ; (1) (1) i ?
0112 31 co 2 1 1 0 1
002 1 1 2 © o 2 1 1 0
0 2 0 1 1 0 0 1 2 3 3 o©
2 0 4 1 1 2 1 01 2 2 3
La matrice M® = (1) 411 623 Z g : donne les distances égales a 3 : D= 2 ; (1) (1) i ?
116545 32110 1
02 255 2 c© 32110
2 0 4 1 1 2 01 2 3 3 4
0 6 2 7 2 1 01 2 2 3
La matrice M* = 411 ?{, }g }g 12 13 donne les distances égales a4 : D= g ; (1) (1) i ?
1 7 10 15 16 9 3 21101
2212 9 9 10 432110

La plus grande des distances entre deux sommets du graphe est 4 donc le diametre du graphe est 4.

3 CONNEXITE

Un graphe G est connexe s'il existe au moins une chaine entre deux sommets quelconques G.

Autrement dit : Un graphe est connexe si on peut atteindre n'importe quel sommet a partir d'un sommet quelconque
en parcourant différentes arétes

ALGORITHME

Lalgorithme suivant permet de déterminer tous les sommets qui peuvent étre atteints a partir d'un sommet.
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Marquer provisoirement (au crayon) le sommet x;
Tant que des sommets sont provisoirement marqués
choisir un sommet y provisoirement marqué;

marquer provisoirement les sommets adjacents non marqués;

marquer définitivement (a l'encre) y;
Fin Tant que

Si tous les sommets sont définitivement marqués alors le graphe est connexe, sinon on a obtenu la classe de connexité
du sommet x.

La figure suivante illustre cet algorithme sur un graphe
S1 S1 S1 S1

$2 59 $2 $9 $2 59 $2 59

S5 S6 S5 S6 S5 S6 S5 S6

Le graphe n’est pas connexe, il n’existe pas de chaine entre les sommets s; et s;.

4 CYCLE EULERIEN

DEFINITION

Un cycle eulérien (respectivement une chaine eulérienne) dans un graphe G est un cycle (respectivement une chaine)
contenant chaque aréte de G une et une seule fois.

THEOREME 1

Un graphe connexe admet un cycle eulérien si, et seulement si, tous ses sommets ont un degré pair.

3% DEMONSTRATION

Si le graphe possede 0 ou 1 sommet, la preuve est triviale, on suppose donc que I'ordre du graphe est supérieur ou
égala?2.

Si le graphe connexe admet un cycle eulérien alors en chaque sommet le cycle eulérien « entrant » dans le sommet
doit « ressortir » et comme les arétes du cycle ne peuvent étre utilisées qu'une fois, chaque sommet est de degré pair.
Réciproquement :

Soit G un graphe connexe dont tous les sommets sont de degré pair.

Comme G posséde au moins deux sommets, tous les sommets de G sont de degré supérieur ou égal a 2. Ceci implique
qu'il existe au moins un cycle dans G.

Formons un cycle C; dans G ( chaine fermée dont toutes les arétes sont distinctes ).

— Si C; contient toutes les arétes du graphe alors G admet un cycle eulérien et le théoreme est démontré.
— Dans le cas contraire, le sous graphe H de G défini par les arétes non utilisées par C; a tous ses sommets de degré
pair, le cycle contenant un nombre pair d’arétes incidentes pour chaque sommet.

Comme G est connexe, H possede au moins un sommet commun avec le cycle C;. Soit x; un tel sommet.
Construisons alors, de la méme maniere que précédemment, un cycle C, dans H a partir de x;.

En insérant dans le cycle C; a partir du sommet x; le cycle C»,on obtient un cycle Cj. Si ce cycle contient toutes les
arétes de G, C{ est le cycle eulérien cherché.

Sinon, on continue ce processus, qui se terminera car les sommets du graphe G sont en nombre fini.
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THEOREME 2

Un graphe connexe possede une chaine eulérienne si, et seulement si, le nombre de sommets de degré impair est
égalaOou?2.

Sile nombre de sommets de degré impair est égal a 2, alors les deux sommets de degré impair sont les extrémités
de la chaine eulérienne

3% DEMONSTRATION

Soit G un graphe connexe. Sile nombre de sommets de degré impair est nul, alors le graphe G admet un cycle eulérien.
Sile nombre de sommets de degré impair est égal a 2. Soit s; et s; les deux sommets de degré impair.

Le graphe G’ obtenu en ajoutant I'aréte s; s; au graphe G est connexe et tous ses sommets sont de degré pair. G’ admet
un cycle eulérien dont I'origine est le sommet s;.

Par conséquent G contient une chaine eulérienne qui commence en s; et se termine en s;.

ALGORITHME

Les démonstrations précédentes permettent de construire une chaine eulérienne dans un graphe connexe dont le
nombre de sommets de degré impair est 0 ou 2.

Sl deux sommets sont de degré impair ALORS

construire une chaine simple C ayant pour extrémités ces deux sommets;
Fin SI
Sl tous les sommets sont de degré pair ALORS

construire un cycle C a partir d'un sommet quelconque;
Fin SI
marquer les arétes de C;
Tant que il reste des arétes non marquées

choisir un sommet x de C;

Slil existe un cycle d’origine x ne contenant aucune des arétes marquées ALORS
marquer les arétes du cycle d’origine x;
remplacer dans C le sommet x par le cycle d’origine x;

Fin SI
Fin Tant que
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EXEMPLE

Le cycle {s1; sg; S5; S7; S3; Sa; S2; $1} contient tous les sommets du graphe G ci-
contre.

Donc G est connexe.

IIn'y a que deux sommets de degré impair s; et ss.

1l existe une chaine eulérienne d’extrémités s; et ss.

ETAPE 1
Les deux sommets de degré impair sont s; et s5
On construit une chaine simple joignant ces deux sommets;

C={s1;52; S6; $3; S4; S5}

ETAPE 2
Le cycle simple ¢; = {s2; s4; S1; S6; S5; S2} ne contient aucune des arétes de la
chaine C.
On fusionne la chaine C avec le cycle ¢; en remplacant le sommet s, dans la
chaine C par le cycle c;.
C=1{s1; 525 545 815 S6; S5; S2; 6 $3; S4; S5}

Il reste encore des arétes non marquées, on recommence 1'étape 2
Le cycle ¢ = {s3; s7; S5; S3} ne contient aucune des arétes de la chaine C.
On fusionne la chaine C avec le cycle ¢, en remplacant le sommet s3 dans la
chaine C par le cycle c;.

C={s1;52;54;51; 865 S5 $2; S6; S35 575 S5 S35 S4; S5}

Toutes les arétes sont marquées C est une chaine eulérienne.
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EXERCICE 1

Monsieur et madame X assistent a une réunion. Il y a trois autres couples dans I'assistance et plusieurs poignées de
mains ont été échangées.

Personne ne serre sa propre main et les époux ne se serrent pas la main.

Deux personnes quelconques de 'assemblée se serrent la main au plus une fois.

M. X constate que les autres personnes ont échangé des poignées de mains en nombres tous distincts.

Combien de poignées de mains M. X a-t-il échangé avec les autres membres de la réunion?

EXERCICE 2

Lors d’'une soirée, certaines personnes se serrent la main.

1. Montrer que le nombre de personnes ayant serré un nombre impair de mains est pair.

2. La conjecture : « Au cours de la soirée, deux personnes ont serré le méme nombre de mains » est-elle vraie ou
fausse?

EXERCICE 3

Est-il possible de tracer cinq segments sur une feuille, de telle maniere que chaque segment en coupe exactement
trois autres?

EXERCICE 4

Pour chacune des listes suivantes, déterminer s'il existe un graphe simple admettant cette liste pour liste des degrés
des sommets. S’il existe un tel graphe, le dessiner, sinon expliquer pourquoi.

1. (0,1,2,3,4,5) 2. (2,3,3,4,4,5) 3. (1,1,1,3) 4. (1,1,24,4) 5. (2,3,3,4,5,6,7)
EXERCICE 5

1. Quel est le nombre d’arétes du graphe simple G si la liste des degrés des sommets est (2,2,3,3,4) ?

2. Dans un graphe simple d’ordre 7, quel est le nombre maximal d’arétes?

EXERCICE 6

Trouver deux graphes d’ordre 5 qui ne sont pas isomorphes et dont les degrés des sommets sont donnés par la liste
1,2,2,2,3).

EXERCICE 7

Un graphe est « planaire» si on peut le dessiner dans le plan sans que deux arétes se croisent.

Les graphes suivants sont-ils planaires?

Vv

Gy G Gs Gy
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EXERCICE 8

1. Dessiner le graphe simple d’ordre 8 dont 'ensemble des arétes est :
A=1{(1;2),(1;3),(2;3),(2;4),(2;7),(3;5),(3;6),(3;7),(4;5),(4;7),(5;6),(5; 7),(6;7),(6;8),(7; 8)}

2. Donner la matrice M associée a ce graphe.

3. Combien y a-t-il de chemins de longueur 3 permettant de se rendre du sommet 1 au sommet 8?
Les donner tous.

4. Est-il possible de parcourir toutes les arétes de ce graphe sans passer plus d'une fois par la méme aréte?
Si oui donner un parcours possible.

5. Existe-il un cycle passant une fois et une seule par toutes les arétes du graphe?

EXERCICE 9

1. Dessiner un graphe simple dont la liste des degrés des sommets est (6,6,2,2,2,2,2,1,1)
a) qui possede une chaine eulérienne;
b) quine posséde pas de chaine eulérienne.

2. Est-il possible d’avoir un graphe qui posséde un cycle eulérien si la liste des degrés des sommets est (6,6,4,2,2,2,2) ?

EXERCICE 10

Pour chacun des graphes suivants, existe-t-il un cycle eulérien? une chaine eulérienne?

Graphe G Graphe H Graphe 1

EXERCICE 11

On consideére le graphe suivant :

1. Le graphe est-il connexe?

2. Le graphe admet-il des chaines eulériennes? Si oui, en préciser une.
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3. Justifier la non-existence d'un cycle eulérien pour le graphe . Quelle aréte peut-on alors ajouter a ce graphe pour
obtenir un graphe contenant un cycle eulérien?

4. Soit M la matrice associée a ce graphe (les sommets sont pris dans I'ordre alphabétique).
4 10 3 12 7 8 3 12
10 0 11 1 8 1 11 1
3 11 0 14 3 11 0 14
12 1 14 2 12 1 14 2
7 8 3 12 4 10 3 12
8 1 11 1 10 0 11 1
3 11 0 14 3 11 0 14
12 1 14 2 12 1 14 2

On donne M3 =

Déterminer le nombre de chaines de longueur 3 partant du sommet G et aboutissant au sommet E.
Citer alors toutes ces chaines.

EXERCICE 12
PARTIE A

Le graphe suivant modélise le plan d'une zone résidentielle. Les arétes du graphe représentent les rues et les sommets
du graphe les carrefours.

B A
1. Donner l'ordre du graphe puis le degré de chacun des sommets.
2. Un piéton peut-il parcourir toutes ces rues sans emprunter
plusieurs fois la méme rue :
a) en partant d'un carrefour et en revenant a son point de départ? C F
Justifier la réponse.
b) en partant d'un carrefour et en arrivant a un carrefour
différent ? Justifier la réponse.
D E

PARTIE B

Dans le graphe ci-contre, on a indiqué, pour cette méme zone résidentielle, le sens de circulation pour les véhicules
sur les différentes rues.

B A

1. Expliquer pourquoi le sommet F représente une impasse.

2. Ecrire la matrice M associée a ce graphe (on rangera les sommets
dans l'ordre alphabétique)

3. Enpartant du carrefour C quel est le nombre minimal de rues qu’il
faut emprunter pour arriver en E?

4. Combien y-a-t-il de chemins de longueur 3 qui arrivent en F?

EXERCICE 13

On considére le graphe ¥ ci-dessous :

1. Donner l'ordre du graphe puis le degré de chacun des sommets.

2. Déterminer en justifiant si ce graphe est : complet? connexe?
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3. Déterminer en justifiant sile graphe ¢ admet un cycle eulérien ou une chaine eulérienne.
4. Onrange les sommets par ordre alphabétique. Donner la matrice d’adjacence M associée au graphe.

5. Une des trois matrices R, S ou T est la matrice M>.

0 5 3 5 2 2 4 2 0 5 3 5 1 1 4 1 05 3 5 1 2 4 5
5 2 7 2 8 3 3 5 5 2 7 2 8 3 3 5 5 2 7 2 8 3 3 5
3 7 6 4 9 3 9 20 3 7 6 4 9 3 9 10 3 7 6 4 9 3 9 10
R|5 2 4 0 9 2 3 8 |52 4 0 9 2 3 8 7|52 4 0 9 2 3 8
T2 8 9 9 4 4 20 4 It 8 9 9 4 4 10 4 It 8 9 9 4 4 10 4
2 3 3 2 4 2 6 6 1 3 3 2 4 2 6 6 1 3 3 2 4 2 6 6
4 3 9 3 20 6 6 9 4 3 9 3 10 6 6 9 4 3 9 3 10 6 6 9
2 5 20 8 4 6 9 4 1 5 10 8 4 6 9 4 5 1 10 8 4 6 9 4
a) Sans calculer la matrice M3, indiquer quelle est la matrice M3 en justifiant votre choix.
b) Donner, en justifiant, le nombre de chemins de longueur 3 reliant E a E Les citer tous.
EXERCICE 14 (D’apres sujet bac France métropolitaine, La Réunion septembre 2016)

Un parc de loisirs décide d’ouvrir une nouvelle attraction pour les jeunes enfants : un parcours pédestre olt chaque
enfant doit recueillir, sur différents lieux, des indices pour résoudre une énigme. Le parcours est représenté par le
graphe ci-dessous. Les sommets représentent des lieux o1 sont placés les indices; les arétes représentent des chemins
pédestres qui les relient.

F

PARTIE A

1. Un enfant pourra-t-il parcourir chaque chemin pédestre du circuit une fois et une seule? Si oui, indiquer un circuit
possible et sinon expliquer pourquoi.

2. Onnote M la matrice d’adjacence associée a ce graphe (les sommets sont pris dans 1'ordre alphabétique).
20 18 20 21 11 13 5 5
18 32 25 25 17 16 10 10
20 25 31 19 13 13 14 5
. 4 |21 25 19 31 13 21 4 12
On donne la matrice M~ = 1 17 13 13 11 6 4 3|
13 16 13 21 6 20 3 13
5 10 14 4 4 3 9 1
5 10 5 12 3 13 1 10

Déterminer le nombre de parcours allant de E a H en 4 chemins pédestres. Les citer tous.

PARTIE B

Afin d’améliorer la qualité de ses services, une étude statistique a relevé la durée moyenne d’attente en minutes a la
billetterie du parc en fonction de I'heure. Ce relevé a eu lieu chaque heure de 9h a 16h. On obtient le relevé suivant :
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Ainsi, a 10 h, il y avait 14 minutes d’attente a la billetterie.

On souhaite modéliser cette durée d’attente par une fonction qui a’heure associe la durée d’attente en minutes. Ainsi,
il sera possible d’avoir une estimation de la durée d’attente.

On choisit de modéliser cette situation a 'aide de la fonction f définie par f(x) = ax? + bx + c avec a, b, ¢ des réels et
anon nul telle que les trois points (9;9), (11;20) et (16;2) appartiennent a la représentation graphique de f.

1. Calculer les trois réels a, b et c.

2. En utilisant ce modele, déterminer sur quelle(s) plage(s) horaire(s) 'attente peut étre inférieure a dix minutes.

EXERCICE 15

On considére le graphe I' ci-dessous.

PARTIE A

1. Donner la matrice M associée au graphe I' (les sommets seront rangés dans I'ordre alphabétique).

311 0 2 1 0 2 2 7 1 3 4 8 5 3
1 4 0 2 1 2 1 2 7 4 6 1 10 8 3 4
1 0 2 0 2 1 0 O 1 6 0 4 1 3 1 3
0 2 0 2 01 0 1 3 1 4 0 6 3 1 1
CAg2 — 3 _
2. Ondonne:MZ=1, 5 4 5 1 1[M'=|4 1016 48 3 7
1 2 11 2 4 2 1 8 8 3 3 8 6 2 8
01 0 0 1 2 2 0 5 3 1 1 3 2 0 5
22 01 1 1 0 3 3 4 3 1 7 8 5 2
a) Déterminer, en justifiant, le nombre de chaines de longueur 3 reliant B a H. Les citer toutes.

b) Quelle est la distance entre les sommets B et G?

3. a) Déterminer en justifiant si le graphe I' est complet.

b) Déterminer en justifiant sile graphe I' est connexe.
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PARTIE B

Le graphe I modélise le plan d’'un parc. Les arétes du graphe représentent les allées du parc et les sommets du graphe
sont les intersections.
En fin de journée, un agent du service d’entretien fait le tour du parc pour nettoyer les allées.

1. Est-il possible de planifier un parcours pour que cet agent passe par toutes les allées sans emprunter plusieurs fois
la méme allée? Justifier la réponse. Si oui proposer un parcours.

2. Pour rationaliser le nettoyage des allées, on souhaite établir un circuit commencant et finissant par 'entrée du parc
G et qui passe par toutes les allées une et une seule fois.
Quel est le nombre minimal d’allées qu’il faudrait tracer pour obtenir un tel circuit.

PARTIE C

La buvette du parc vend des crépes ( 3,50 €), des glaces ( 3 €) et des bouteilles d’eau minérale (2,50 €).
Ala fin d’une journée, la recette est de 1120 €.
Le responsable de la buvette constate qu'il a vendu deux fois plus de bouteilles d’eau minérale que de crépes et que le
nombre de glaces vendues est égal a la somme du nombre de bouteilles d’eau minérale et de crépes vendues.
On note a le nombre de glaces, b le nombre de bouteilles d’eau minérale et ¢ le nombre de crépes qui ont été vendues
cejour la.
3a+2,5b+3,5c=1120
1. Justifier que a, b et c sont solutions du systeme : { b—2¢ =0
a-b-c=0
2. Déterminer les matrices A, X et B pour que le systeme précédent soit équivalent a AX = B.

3. Déterminer a, b et c. Interpréter le résultat.
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La recherche du meilleur itinéraire que ce soit en distance, en temps ou en colit d'un point a un autre peut étre
modélisée par la recherche du plus court chemin dans un graphe.
Dans ce paragraphe, on s'intéresse a la recherche d'un plus court chemin dans un graphe entre deux sommets donnés.

| GRAPHE PONDERE

1 DEFINITION

On appelle graphe pondéré, un graphe (orienté ou non) dont les arétes ont été affectées d'un nombre appelé poids
(ou cotit).

Par analogie avec la matrice d’adjacence, on peut définir la matrice des poids P (a;, j) du graphe, dont les coefficients
a;,j correspondent aux poids des arétes (ou des arcs dans le cas d’'un graphe orienté) :
0 sii=j
ajj =400 siln'existe pas d’arétes (ou d’arc) entre les sommets x; et x;

pij ou p;; estle poids del'aréte (ou deI'arc) entre les sommets x; et x;

On utilise le symbole co pour indiquer qu’il n'y a pas d’arétes entre deux sommets.

EXEMPLE
8
f‘ - B Les sommets du graphe étant rangés dans I'ordre
< alphabétique :
7
@ ° o
A 0 8 o0 o0 3 o
7 0 7 oo oo 10
12 ) B 6 7 p=|® 6 0 3 oo oo
11 11 oo oo 0 oo 3
N co 6 oo 11 0 oo
’ oo oo 1 oo 12 0
3
D 3 C

2 LONGUEUR D’UN CHEMIN

Soit C(x,y) un chemin (ou une chaine) dans un graphe pondéré G du sommet x vers le sommet y. La longueur de
ce chemin est égale a la somme des poids de chacun arcs (ou de chacune des arétes) qui le constituent.

REMARQUE

Cette définition généralise la définition de la longueur d'une chaine dans un graphe non pondéré, il suffit d’attribuer
un poids égal a 1 a chaque aréte du graphe.

Dans I'exemple précédent, la longueur du chemin AEBF est 19.

Si on souhaite déterminer le plus court chemin du sommet A au sommet E on peut essayer d’énumérer tous les
chemins ABF, AEBF, AEDF, ABCDF, AEBCDF et calculer leurs longueurs. Mais avec un graphe de taille plus
importante, ceci risque de devenir rapidement impossible.

Pour résoudre ce probléme, on fait appel a des algorithmes.

En terminale ES, on n’étudie que le cas particulier ol les poids de tous les arcs sont des réels positifs.

Il ALGORITHME DE DIJKSTRA

E. W. Dijkstra (1930-2002) a proposé en 1959 un algorithme qui permet de calculer le plus court chemin entre un
sommet particulier et tous les autres dans un graphe pondéré dont tous les poids sont positifs.

Lalgorithme comporte une phase d’initialisation. A chaque sommet on attribue un poids qui vaut 0 pour le sommet
de départ et infini pour les autres sommets.
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Le traitement de I'algorithme consiste a examiner les sommets les uns aprés les autres et a sélectionner le sommet x
auquel on a affecté la plus petite distance du sommet de départ jusqu’a x.
On recommence tant qu'il reste des sommets a sélectionner.

Soit G un graphe connexe dont les arétes sont pondérées par des nombres positifs.

NOTATIONS :
Slaliste des sommets du graphe
so le sommet du graphe a partir duquel on veut déterminer les plus courts chemins aux autres sommets
I(x,y) le poids de I'aréte entre deux sommets x et y
6 5(x) lalongueur d’'un chemin du sommets sy au sommet x
V*(x) laliste des successeurs du sommet x
p(x) le prédécesseur du sommet x
X liste des sommets restant a traiter.
E liste des sommets déja traités.

INITIALISATION :

POUR CHAQUE x € S FAIRE §(x) =00 On attribue un poids oo a chacun des sommets x

05(s0) =0 Le poids du sommet sy est nul

X=S La liste des sommets restant a traiter est initialisée a S

E=9 La liste des sommets déja traités vide
TRAITEMENT :

TANT_QUE X # & FAIRE Tant que la liste des sommets restant a traiter n'est pas vide

Sélectionner dans la liste X le sommet x avec 0 (x) minimum
Retirer le sommet x de la liste X
Ajouter le sommet x ala liste E

POUR CHAQUE y € V*(x) N X FAIRE On examine tous les successeurs y du sommet x qui ne sont pas traités
Si165(y) > 65(x)+ I(x,y) ALORS

05(y) prend la valeur 65(x) + I(x,y) Ladistance du sommet sy au sommet y est minimale
py)=x le sommet x est le prédécesseur du sommet y
FIN SI
FIN POUR

FIN TANT_QUE
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EXEMPLE

Considérons le graphe suivant :

8
A > B
[
7
©
[t Q
12 A E F 6 7
11
,\’\
7
>
D 3 C

On souhaite déterminer le plus court chemin du sommet A au sommet E

Sommets
sélectionnés

A B C D E F

Initialisation;

0(A) =0 A est sélectionné.

B et E sont les successeurs de A qui ne sont pas traités;
0+8<oodoncd(B)=8et p(B)=A4;
0+3<ocodoncd(E)=3et p(E)=A4;

Omin =3, Le sommet E est sélectionné.

B et D sont les successeurs de E qui ne sont pas traités;
3+6>8onnechange pas 6(B) =8 et p(B) = A;
3+11<ocodoncé(D)=14et p(D) =E;

Omin =8, Le sommet B est sélectionné.

C et F sont les successeurs de B qui ne sont pas traités;
8+7 <oodonc d(C) =15et p(C) = B;

8+10<oodonc 6(F) =18et p(F)=B;

Omin = 14, Le sommet D est sélectionné.

F estle successeur de D qui n’est pas traité;

15(B) 17(D) C(15) 14+3 <18donc §(F) =17 et p(F) = D;

O min =15, Le sommet C est sélectionné.

le successeur de C est déja traité;

Le sommet F est le dernier sommet traité.

0 (e e 00 e 00 A(0)

8(4) oo 0o 3(A) 0o E(3)

8(A) 0o 14(E) 0o B(8)

15(B) | 14(E) 18(B) D(14)

17(D) FQ17)

— Lalgorithme de Dijkstra fournit les longueurs des plus courts chemins du sommet origine aux différents
sommets.

— Pour déterminer le plus court chemin du sommet origine a un sommet x, il suffit de remonter la liste des
prédécesseurs en partant de x.

Ainsi, le plus court chemin de A a F est un chemin de longueur 17.

Dans la colonne F on lit que le prédécesseur de F est le sommet D. Le prédécesseur de D est E et, le prédécesseur de E
est A.

Ainsi, la liste des prédécesseurs est F — D «— E — A.

Le plus court chemin de A a F est donc : A-E-D-E
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EXERCICE 1

Le graphe ci-dessous indique les différentes liaisons entre plusieurs lieux. Le long de chaque aréte figure la distance
en kilometres séparant les différents lieux.
En précisant la méthode utilisée, déterminer le plus court chemin possible pour aller de Aa L.

(8) 2 (©)

) ° (©)
/

EXERCICE 2

Exécuter I'algorithme de Dijkstra sur le graphe suivant, a partir du sommet E puis a partir du sommet A.

A
> 79
F
B
26
5
C E
4 14
D

EXERCICE 3

On consideére le graphe suivant :

1. Existe-t-il des chaines de longueur 2 partant du sommet A et aboutissant au sommet C?
2. Le graphe admet-il des chaines eulériennes? Si oui, en préciser une.

3. Le graphe pondéré ci-dessous, donne en minutes, les durées moyennes des parcours entre A et C en tenant compte
des sens uniques.
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@ 18 >(G

11

A 10 >

Un automobiliste doit se rendre de A a C. En utilisant un algorithme, déterminer le trajet le plus rapide pour aller
de AaC.
Le retour sera-t-il plus rapide que 'aller?

EXERCICE 4

Dans le graphe ci-dessous, les sommets représentent différentes zones de résidence ou d’activités d'un quartier. Une
aréte reliant deux de ces sommets indique I'existence d'une voie d’accés principale entre deux lieux correspondants.

VNN

1. Pour sa campagne électorale, un candidat souhaite parcourir toutes les voies d’accés principales de ce quartier
sans emprunter plusieurs fois la méme voie.
a) Montrer qu'un tel parcours est possible.
b) Un tel parcours est-il possible pour ce candidat en partant de sa permanence électorale située en P? si oui le
donner, sinon proposer un parcours possible en partant d’'un autre endroit.
2. Un candidat aux élections municipales se trouve dans sa permanence située en zone P quand on lui rappelle qu’il
a un rendez-vous avec le responsable de I'hépital situé en zone H.
a) Quel est le nombre minimal de voies d’acceés principales que ce candidat devra emprunter pour arriver a son
rendez-vous?

b) Le poids des arétes du graphe précédent donne, en minutes, les durées moyennes des trajets existants entre les
différents lieux :
En précisantla méthode utilisée, déterminer le plus court chemin que ce candidat devra emprunter pour arriver
a son rendez-vous.

Combien de temps faut-il prévoir pour effectuer ce trajet?

EXERCICE 5

On consideére le graphe ci-dessous :
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1. On appelle M la matrice associée a ce graphe, les sommets étant pris dans I'ordre alphabétique.
Une des trois matrices R, S ou T est la matrice M?.

4 2 2 3 3 41 8 12 9 12 7 4 11 4 1 2 2 3 41
24 2 3 11 3 12 8 9 12 11 4 7 2 4 2 31 2 3
22 3 2 2 0 2 9 9 6 11 6 4 6 1 2 3 2 2 1 2
R=|3 3 2 5 2 2 2 S=1 12 12 11 12 12 4 12 T=13 3 2 6 3 2 3
31 2 2 41 2 7 11 6 12 6 6 10 21 2 3 4 2 2
11 0 2 1 2 1 4 4 4 4 6 2 6 2 21 2 2 3 2
1 4 2 2 2 1 4 11 7 6 12 10 6 6 2 3 2 3 2 2 4

Sans calculer la matrice M2, indiquer quelle est la matrice M3 en justifiant votre choix.
2. Ce graphe est-il complet? Ce graphe est-il connexe?
3. Ce graphe admet-il une chaine eulérienne? Justifier la réponse. Si oui donner une telle chaine.

4. Un représentant, a modélisé a I'aide du graphe ci-dessous le réseau routier reliant différents clients notés A, B, C,
D, E, F et G. Les arétes sont pondérés par les distances en kilometre a parcourir.

30

A

Apres avoir visité le client C, ce représentant souhaite se rendre chez le client D.

a) En précisant la méthode utilisée, déterminer le trajet le plus court (en kilometres) pour aller de C a D. Préciser
la longueur en kilomeétres de ce trajet.

b) Existe-t-il un parcours de méme distance permettant a ce représentant de visiter tous ses clients?

EXERCICE 6
PARTIE A
01 1 1 0 O
1 0 01 1 1
. 1s . .. 1 0 01 0 1
On considére le graphe de sommets A, B, C, D, E et F dont la matrice associée est M = 11100 1
01 0 0 01
01 1 1 1 0

1. Quel estle nombre d’arétes de ce graphe?
2. Ce graphe est-il complet? Ce graphe est-il connexe?

3. Ce graphe admet-il une chaine eulérienne? Justifier la réponse. Si oui donner une telle chaine.

PARTIE B

Apres avoir chargé son camion a I'entrepdt noté A, un livreur doit livrer cinq clients notés B, C, D, E et F.
Le graphe ci-dessous, modélise le réseau routier en tenant compte des sens de circulation et des temps de parcours
en minutes.
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1. Quel trajet permet de minimiser le temps de parcours pour effectuer les cing livraisons?

2. Apres avoir effectué ses livraisons, le livreur doit retourner 'entrep6t. Quel trajet lui permet de minimiser son
temps de parcours pour le retour?

En ne tenant pas compte des arréts nécessaires pour effectuer les livraisons, le trajet du retour est-il plus rapide
que celui de I'aller?

EXERCICE 7
PARTIE A

Le graphe orienté ci-dessous modélise le plan de circulation des poids lourds entre différents villages d’'une zone
touristique. Les arétes sont pondérées par les distances entre deux villages, exprimées en kilometres.

/

12 20

18 15
® >@<7
110 10 16 9

Un fournisseur dont le dépot est situé dans le village D doit effectuer une livraison de produits frais, en camion
frigorifique, a un client du village B.
ATaide d’'un algorithme, déterminer I'itinéraire le plus court entre les villages D et B. Quelle est la distance parcourue?

PARTIE B

Une agence de voyage propose un circuit touristique pour visiter les trois villages A, B et C. Le client peut choisir la
durée du séjour dans chaque village.

Lagence distingue deux périodes, la haute et la basse saison, et différencie ses tarifs selon la période.

Les tarifs dans les différents villages, en euro par personne et par jour, sont donnés dans le tableau suivant.

Village A Village B Village C
Nombre de jours 1 1 1
Tarif haute saison 160 220 140
Tarif basse saison 130 180 110
1 1 1
On note P la matrice | 160 220 140 .
130 180 110
Un client souhaite effectuer un circuit qui comprend quatre jours dans le village A, six jours dans le village B et deux
4
jours dans le village C. On associe a ce choix la matrice S=|6|.
2

1. Calculer le produit matriciel P x S. Que représentent les termes de la matrice obtenue?

2. Ce client dispose d'un budget de 2 000 €. Pourra-t-il réaliser son voyage?

PARTIE C

Dans le village C se trouve un camping dont le plan est schématisé par le graphe ci-dessous.
Les arétes sont les allées du camping et les sommets les carrefours.
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(12) (10)

&)
Afin d’optimiser le nettoyage des allées, le gestionnaire du camping souhaite établir un parcours qui passe une seule

fois par chaque allée.
Un tel parcours est-il possible?
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GRAPHES PROBABILISTES

TeES 4

Etude du marché du travail de la population (15-65 ans) d’un pays fictif.

En 2016, 69% de la population occupe un emploi, 6% de la population est au chémage.
Les transitions entre I’emploi, le ch6mage et I'inactivité sur le marché du travail de ce pays les années précédentes
sont données, en pourcentage, dans le tableau suivant :

Année n

Année n+1

Emploi Chémage Inactif
Emploi 90 3 7
Choémage 30 43 27
Inactif 14 7 79

Ce tableau synthétise les changements de situation entre deux années consécutives : 90% des personnes qui ont un
emploi une année donnée occupent un emploi I’année suivante.

On interroge au hasard une personne de la population (15-65 ans). Soit 7 un entier naturel, on note :

— Ej T'événement « Cette personne occupe un emploi 'année 2016 + 7 »;

— Cpl'évenement « Cette personne est au chomage 'année 2016 + n »;

— I, I'événement « Cette personne est inactive 'année 2016 + 7 ».

— ep, Cp et i, les probabilités respectives P (Ey),P (Cp) et P (Iy,).

1. Recopier et compléter 'arbre pondéré qui traduit 1'évolution de la situation entre les années net n+1

0,90 En+1

lfn (jn+l

In+1

En+1

(jn Cn+1

In+1

13n+1

In (jn+1

.

I
2. Calculer les probabilités e; et c;. En déduire la probabilité i;.
3. Calculer la probabilité cy.

4. Exprimer les probabilités e;+1, cy+1 et in+1 en fonction des probabilités ey, ¢, et iy.
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| DEFINITIONS

1 GRAPHE PROBABILISTE

Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré (sans arétes paralléles) dans lequel la somme des poids des
arétes issues de chaque sommet est égale a 1.

Les graphes probabilistes sont utilisés pour modéliser I’évolution d’un systeéme pouvant changer aléatoirement d’état :

— les sommets du graphe sont les états possibles du systéme;

— le poids d’une aréte orientée issue du sommet i et d’extrémité j est la probabilité conditionnelle de la réalisation
del’événement j al'étape n+ 1 sachant que I'évenement i est réalisé a I'étape n.

EXEMPLE

Notons respectivement E, C et I les trois états emploi chdmage et inactivité de I'activité 1. Le graphe probabiliste
associé est :

0,90

0,03 \ 0,07

0,30 0,14

0,43

0,27 —
3 0,79
— 0,07

2 MATRICE DE TRANSITION

La matrice de transition associée a un graphe probabiliste d’ordre k est la matrice carrée M = (m;, ;) d’ordre k telle
que, pour tous entiers i et j vérifiant 1 <i < ket 1< j <k, m;,; est égal au poids de I'aréte orientée d’origine le
sommet i et d’extrémité le sommet j si cette aréte existe, et est égal a 0 sinon.

Tous les coefficients sont positifs ou nuls, et pour chaque ligne la somme des coefficients est égale a 1.
Cette matrice décrit le passage d'un état au suivant. Le coefficient m; ; est la probabilité conditionnelle d’étre dans
I'état j al'instant 7+ 1 sachant que 'on est dans I'état i a I'instant n.

EXEMPLE

La matrice de transition M du graphe précédent est :

0,90 0,03 0,07
M=1030 0,43 0,27
0,14 0,07 0,79

3 ETAT PROBABILISTE

Un état probabiliste est une loi de probabilité sur I'ensemble des états possibles.
Cette loi est représentée par une matrice ligne telle que la somme des termes est égale a 1.

EXEMPLE

Dans I'activité 1, en 2016, 69% de la population occupe un emploi, 6% de la population est au chomage.
Notons Py I'état probabiliste de 'année 2016 :

Py=(0,69 0,06 0,25)
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Il EVOLUTION D’UN ETAT AU COURS DU TEMPS

Etudions I'évolution au cours du temps du systéme a trois états (emploi, chdmage, inactif) de 'activité 1 :
Soit P, = (en Cn in) I'état probabiliste du systeme 1'année 7.
D’apres la formule des probabilités totales, 'année n+1:

en+1=€,%x090+c, x0,30+i, x0,14
Cn+1 =6€nx0,03+c, x0,43+ i, x0,27
int1=e,%x0,14+ ¢, x0,07+ i, x0,79
Létat probabiliste du systeme 'année n + 1 est :
Ppi1=(€nx0,90+¢, x0,30+1i, x0,14 e, x0,03+c, x0,43+i,x0,27 e, x0,14+c, x0,07+i, x0,79)
0,90 0,03 0,07

Soit Pyi1=(en cn in)|0,30 043 0,27
0,14 0,07 0,79

1 PROPOSTION

On considére un systeme qui peut se trouver dans k états 1,2,---,k avec une certaine probabilité et on étudie
I’évolution de ce systéme au cours du temps.

Soit P, = (a1 -+ ax) l'état probabiliste du systeme a l'instant n, M la matrice de transition et P, l'état
probabiliste du systéme a I'instant n + 1. Alors, pour tout entier n, on a

Ppy1=PyM

EXEMPLE

Avec les données de I'exemple précédent :

0,90 0,03 0,07
P =(069 0,06 025)x(030 043 0,27|=(0,674 0,064 0,262)
0,14 0,07 0,79

En 2017 6,4% de la population était au chomage.

2 THEOREME

Si M est la matrice de transition d'un graphe probabiliste d’ordre p, si Py est la matrice ligne décrivant I'état initial
et P, I'état probabiliste a I'étape n, ona P;,, = Py x M"

EXEMPLE
Calculons I'état probabiliste prévisible en 2020 :
4
0,90 0,03 0,07

P,=(0,69 0,06 0,25)x[0,30 043 0,27 ~(0,648 0,068 0,284)
0,14 0,07 0,79

En supposant qu’il n'y ait pas de changement sur les transitions dans le marché du travail, en 2020 environ 6,8% de la
population (15-65 ans) de ce pays serait au chomage.

3 ETAT STABLE

Un état stable d'un graphe probabiliste de matrice de transition M est un état P tel que P = PM.

EXEMPLE

Déterminons I'état stable P du systeme emploi, chdmage et inactivité sur le marché du travail.
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Soit P=(e ¢ i)l'étatstable. Nous avons :

0,90 0,03 0,07
P=PM < (e ¢ i)=(e ¢ i)x[030 043 027
0,14 0,07 0,79

— (e ¢ i)=(09¢+0,3c+0,14i 0,03¢+0,43¢+0,07i 0,07e+0,27c+0,79i)
Or P est un état probabiliste d'ol1 e + ¢ + i = 1. Par conséquent e, c¢ et i sont solutions du systeme :

0,9¢+0,3c+0,14i =
0,03e+0,43c+ 0,071
0,07e+0,27c+0,79i
e+c+i =

-0,1e+0,3c+0,14i =
0,03¢-0,57¢+0,07i =
0,07e+0,27¢c-0,21i =
e+c+i =
-0,1e+0,3¢c+0,14i =
— 0,03e—0,57¢c+0,07i =
e+c+i =
0,4c+0,24i = 0,1
— 0,6¢—0,04i 0,03
e+c+i = 1

L3=—(L+Ly)

1l
— o~ a8 o

—_ o0 O = O O O

e+tc+i = 1
<~ { 04c+0,24i = 0,1
08i = 024

e = 063
— c = 0,07
i = 030

Létat stable du systeme est P = (0,63 0,07 0,30).
En supposant qu’il n'y ait pas de changement sur le marché du travail, sur le long terme environ 7% de la population
(15-65 ans) serait au chomage.

REMARQUE

Le taux de chdmage est le rapport entre le chomage et la population active (emploi+chémage) soit :

007
0,63+0,07

’

Sur le long terme, le taux du chémage se stabilise a 10%

4 PROPRIETE

Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2, dont la matrice de transition M ne comporte pas de 0, I'état P,, converge
vers un état stable P indépendant de I'état initial Py.

EXEMPLE

En salle des professeurs, il y a deux photocopieuses qui fonctionnent indépendamment 1'une de l'autre.

Chaque photocopieuse en état de marche a une probabilité égale a 0,2 de tomber en panne pendant la journée. Dans
le cas ou1 une photocopieuse tombe en panne pendant la journée, elle est réparée en fin de journée et se retrouve donc
en état de marche le lendemain.

Supposons que 'on ne puisse pas réparer plus d'une photocopieuse chaque jour.

On s’intéresse au nombre de photocopieuses en panne en début de journée.

Le graphe probabiliste est un graphe a deux états 0 ou 1 :

0.04 \ f—\
0,8
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dont la matrice de transition est
M= 0,96 0,04
108 02

Soit P=(a b)l'état stable du systeme. Nous avons :

0,96 0,04
P=PM < (a b)=(a b)x(0,8 0,2)

< (a b)=(0,96a+0,8b 0,04a+0,2b)

Or P est un état probabiliste d'ol1 a + b = 1. Par conséquent a et b sont solutions du systeme :

0,96a+0,8b = a 0,04a-0,8b = 0
0,04a+02b = b <— 0,04a-0,8b = 0
a+b = 1 at+b = 1
0,04a-0,8b = 0
a+b = 1

20

a = —

1

b = —

21

20 1
Létat stable du systeme est P = (ﬂ m ) Quel que soit I'état initial, au bout d’'un certain nombre jours, la probabilité

que chaque jour aucune photocopieuse ne soit en panne est égale a o1

A. YALLOUZ (MATH@ES) 192


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY
Année 2017-2018 GRAPHES PROBABILISTES Te ES 4

EXERCICE 1
Une chaine de magasins de prét a porter a adopté en fonction du succes ou de I'échec d'un type de vétement mis en
vente, la stratégie commerciale suivante :

— En cas de succes du modele vendu on conserve le méme modeéle le mois suivant. Il a alors une probabilité 0,5 de
se retrouver en situation d’échec.

— En cas d’échec on change de modele le mois suivant en adoptant une politique commerciale plus agressive (prix
plus ajusté, publicité etc). Il a alors une probabilité 0,6 d’avoir du succeés.
1. Représenter la situation a 'aide d'un graphe probabiliste a deux états.

2. Onsuppose qu’en cas de succes d'un modele, 'entreprise gagne 12€ par article et qu’en cas d’échec, elle perd 1,20€
par article.

a) En cas de succes d'un modéle, quel est le gain moyen sur ce modele un mois plus tard?
b) Quel est le montant du gain moyen que cette entreprise peut espérer réaliser sur le long terme?

EXERCICE 2

1. Représenter le graphe probabiliste a trois états {A,B,C} dont la matrice de transition associée est M =

N[ = =Wl
N O O©
oS oWl

les sommets étant pris dans I'ordre alphabétique.

2. Onnote P, = (an by cn) la matrice ligne décrivant I'état probabiliste a I'étape n.

1 1 1
On suppose que Py = (5 5 5) Calculer P; et P3

3. Déterminer I'état probabiliste stable du systéme.

EXERCICE 3

Un opérateur de téléphonie mobile propose a ses abonnés deux forfaits :

— une formule A qui donne droit a deux heures de communication mensuelle;

— une formule B qui donne droit a un nombre illimité de communications mensuelles.

On admet que d’'une année sur I'autre, le nombre de clients de cet opérateur est stable et que :

— 20% des clients ayant choisi la formule B changent de formule;

— 30% des clients ayant choisi la formule A changent de formule.

En 2016, 80% des clients de cet opérateur étaient abonnés a la formule A.

1. Représenter les données précédentes par un graphe probabiliste de sommets A et B et donner sa matrice de
transition.

2. Pour un entier naturel » donné, on note P, = (an bn) avec a, + b, = 1, la matrice ligne décrivant 1'état
probabiliste lors de 'année 2016 + n. Létat probabiliste initial est donc Py = (0,8 0,2).

a) Calculer la probabilité qu'un client soit abonné a la formule A en 2017.
b) Montrer que, pour tout entier naturel n, a,+1 = 0,5a, +0,2.
3. On pose pour tout entier n, u, = a, —0,4.
a) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison 0,5.
b) Exprimer u, en fonction de n et en déduire que, pour tout entier naturel n: a, = 0,4 x (1+0,5")
¢) Déduire de ce qui précede, la limite de la suite (a,). Donner une interprétation concrete de ce résultat.

d) A partir de quelle année, la probabilité qu'un client soit abonné a la formule A sera-t-elle inférieure 4 0,401?

EXERCICE 4

Un industriel produit une boisson conditionnée sous deux emballages distincts A et B.

Une étude effectuée aupres des consommateurs a permis d’établir que d'un mois sur 'autre, 84% des consommateurs
restent fideles au conditionnement A contre 76% pour le conditionnement B.

Au moment de I'étude, les consommations des deux conditionnements sont égales.

Pour tout entier naturel n, on note a,, la probabilité qu'un consommateur choisisse le conditionnement A le n-iéme
mois apres I'étude et P, = (an bn) la matrice ligne décrivant I'état probabiliste le n-ieme mois apres I'étude. Ainsi,
Py=(05 0,5).
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1. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets A et B.
2. a) Ecrirela matrice de transition M de ce graphe en respectant I'ordre alphabétique des sommets.
b) Montrer que la matrice ligne P; est égale a (0,564  0,436).

3. Soit P=(a b)la matrice correspondant a I'état stable, c’est a dire telle que P = P x M . Déterminer les réels a et
b. Interpréter ce résultat.

4. Alaide de larelation P41 = P, x M, démontrer que, pour tout entier naturel n, a,+1 = 0,6a, +0,24.
5. On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n, par u, = a, —0,6.

a) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison 0,6.

b) Exprimer u, en fonction de n et en déduire que a, = —0,1 x 0,6" +0,6.

c) A partir de combien de mois apres I'étude, la probabilité qu'un consommateur choisisse le conditionnement A
est-elle supérieure a 0,5957?

EXERCICE 5

Un industriel décide de mettre sur le marché un nouveau produit. Afin de promouvoir celui-ci, il souhaite lancer une
campagne hebdomadaire de publicité.

Avant le lancement de cette campagne, on contrdle I'impact de cette campagne aupres d'un panel de consommateurs.
On trouve ceux qui ont une opinion favorable (F), ceux qui sont neutres (N) et ceux qui ont une opinion négative (R).
On a constaté que d'une semaine sur 'autre :

— 28% des consommateurs ayant un avis favorable adoptent une position neutre et 10% une opinion négative;
— Parmi les consommateurs ayant une opinion neutre, 32% émettent un avis favorable et 10% un avis négatif;

— 70% des consommateurs ayant un avis négatif ne changent pas d’opinion et 16% adoptent un avis favorable.

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets F, N et R.
0,28 0,1
2. Onnote M la matrice de transition associée a ce graphe. Compléter M ={0,32 ... 0,1].
0,7
3. Lindustriel décide de lancer la campagne publicitaire.

Létat probabiliste de la semaine 7 est défini par la matrice ligne P, = (@, b, c¢x), ol a, désigne la probabilité
qu'un consommateur touché par la campagne soit favorable au produit la semaine n, b, la probabilité que ce
consommateur soit neutre la semaine n et ¢, la probabilité que ce consommateur ait une opinion négative de ce
produit la semaine 7.

La semaine du début de la campagne est notée semaine 0. OnaPy=(0 1 0).

a) Montrer que I'état probabiliste une semaine apres le début de la campagne est P; = (0,32 0,58 0,1).
b) Déterminer I'état probabiliste Ps. Interpréter ce résultat.

c¢) Déterminer I'état probabiliste stable du systéme.

d) En ne prenant en compte que les opinions favorables, combien de semaines devrait durer la campagne
publicitaire?

EXERCICE 6

Un industriel décide de modifier 'emballage d'un de ses produits.

On note A le conditionnement actuel du produit et B le nouveau conditionnement.

A partir des études réalisées au préalable, la direction commerciale estime que 28 % des consommateurs choisissant
le conditionnement A et 12 % des consommateurs choisissant le conditionnement B changent d’avis d'un mois sur
'autre.

Pour tout entier naturel n, on note a, et b, les probabilités qu'un consommateur choisisse respectivement le
conditionnement A et le conditionnement B le n-ieme mois apres la mise sur le marché du conditionnement B et
Pn=(an b,)lamatrice ligne décrivant I'état probabiliste le n-iéme mois apres la mise sur le marché du nouveau
conditionnement. Ainsi, Py = (1  0).

PARTIE A

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets A et B.

2. a) Donner la matrice de transition M de ce graphe en respectant I'ordre alphabétique des sommets.
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b) Calculer la probabilité qu'un consommateur choisisse le conditionnement B deux mois apres sa mise sur le
marché.

3. Onnote P=(a b)I'état stable associé a ce graphe.
Déterminer les réels a et b. Interpréter ce résultat.

PARTIE B

Lindustriel décide de ne plus proposer le conditionnement A a partir du mois ot il prévoit que moins de 32 % des
consommateurs choisiront ce conditionnement.

1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, ona: a,+; =0,6a, +0,12.

2. Recopier et compléter I'algorithme suivant pour calculer le nombre de mois au bout duquel le conditionnement A
sera retiré du marché.

A—1

N0

Tantque ..........cooveiiiiinn.n.
A—...
N—...

Fin Tant que

3. Pour tout nombre entier naturel n, on définit la suite (u,,) par u, = a, —0,3.
a) Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, ona: a, = 0,7 x 0,6" +0,3.

4. Résoudre dans I’ensemble des entiers naturels 'inéquation 0,7 x 0,6” + 0,3 < 0,32.
En déduire au bout de combien de mois, le conditionnement A sera retiré du marché.

EXERCICE 7

Apreés avoir effectué quelques parties au jeu « 2048 » Léa a constaté que :

— quand elle gagne une partie, la probabilité qu’elle gagne la partie suivante est égale a 0,64.
— quand elle a perdue, la probabilité qu’elle gagne la partie suivante est égale a 0,14.

On note G I'état : « Léa a gagné la partie » et P I'état : « Léa a perdu la partie ».
Pour un jour donné, on note également pour tout entier naturel n :

— gnla probabilité que Léa gagne la n-iéme partie;
— pnla probabilité que Léa perde la n-ieme partie;
— En,=(8: pn)lamatrice ligne donnant I'état probabiliste du systéme lors du n-ieme partie.
On suppose que la veille du jour considéré, Léa avait gagné sa derniére partie, onadonc go=1et Ep=(1 0).
1. a) Traduire les données par un graphe probabiliste.
b) Préciser la matrice de transition M associée a ce graphe.
¢) Calculer la probabilité que Léa gagne sa troisieéme partie.
d) Déterminer I'état stable du graphe probabiliste.
2. Montrer que pour tout entier naturel n, on a g,+1 =0,5g, +0,14.
3. On considere la suite (1) définie, pour tout entier n, par u, = g, —0,28.
a) Montrer que (u;) est une suite géométrique, préciser sa raison et son premier terme.
b) En déduire que pour tout entier naturel n, g, = 0,72 x 0,5 +0,28.

4. A partir de combien de parties dans la journée la probabilité que Léa gagne sa partie sera-t-elle strictement
inférieure 4 0,32

EXERCICE 8 (D'apres sujet bac Polynésie 2015)
PARTIE A

Un constructeur de planches de surf fabrique 3 modéles. La conception de chaque modéle nécessite le passage par 3
postes de travail.

Le tableau 1 indique le nombre d’heures nécessaires par modeéle et par poste pour réaliser les planches et le tableau 2
indique le cotlt horaire par poste de travail.
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TABLEAU 1 Poste 1 Poste 2 Poste 3 TABLEAU 2
Modele 1 8h 10h 14h Poste 1 25€/h
Modele 2 6h 6h 10h Poste 2 20€/h
Modele 3 12h 10h 18h Poste 3 15€/h
8 10 14 25
1. Soit H et Cles deux : matrices suivantes: H=| 6 6 10]etC=]20].
12 10 18 15

a) Donner la matrice produit P = H x C.
b) Que représentent les coefficients de la matrice P = H x C?

2. Apres une étude de marché, le fabricant souhaite que les prix de revient par modele soient les suivants :
Modele 1 :500 €; Modele 2 : 350 €; Modele 3 : 650 €

11 cherche a déterminer les nouveaux cofits horaires par poste, notés a, b et c, permettant d’obtenir ces prix de
revient.

a 500
a) Montrer que les réels a, b et ¢ doivent étre solutions du systeme H x | b | =350 |.
c 650

b) Déterminer les réels a, b et c.

PARTIE B

La fagade du magasin dans lequel sont commercialisées les planches est illuminée par un trés grand nombre de spots
qui sont programmés de la maniére suivante :

— les spots s’allument tous a 22 heures;

— toutes les 10 secondes a partir de 22 heures, et ce de maniere aléatoire, 30 % des spots allumés s’éteignent et 50 %
de ceux qui sont éteints se rallument.

On note : Al'état : «le spot est allumé » et E I'état : «le spot est éteint ».

1. a) Dessiner un graphe probabiliste traduisant la situation.
. . . . , .. -+ 0,3
b) Recopier et compléter la matrice de transition (dans I'ordre A, E) associée au graphe, M = ( 0.5 )

2. On note n le nombre d’étapes (c’est a dire d’'intervalles de temps de 10 secondes) qui s’écoulent a partir de 22
heures et P, = (an bp) I'état d'un spot a I'étape n, ol a, est la probabilité qu'il soit allumé et b, la probabilité
qu’il soit éteint.

On a alors, pour tout entier naturel n: Py = P, x M.
a) Justifier que agp = 1 et by = 0. Ecrire une relation entre Py et P,,.

b) Déterminer les coefficients de la matrice P3;. Quelle est la probabilité que le spot considéré soit éteint a 22
heures et 30 secondes?

3. Déterminer I'état stable (@ b) du graphe probabiliste.

EXERCICE 9 (D'apres sujet bac Antilles Guyane septembre 2017)
Les deux parties sont indépendantes
PARTIE A

Une petite ville dispose d'un service municipal de location de vélos réservé a ses habitants.

Pour cette étude, on suppose que la population de la ville reste constante.

Le 1¢r janvier 2017, la ville compte 5 % d’abonnés parmi ses habitants. Ces dernieres années, le responsable du service
location a constaté que :

— 93 % des abonnements sont renouvelés;
— 1% des habitants qui n’étaient pas abonnés I'année précédente souscrivent un abonnement.

On note Al'état: «un habitant est abonné » et P 'état : « un habitant n'est pas abonné ».

Pour tout entier naturel n, on désigne par a, la probabilité qu'un habitant soit abonné 'année 2017 + n et p, la
probabilité qu'un habitant ne soit pas abonné I'année 2017 + n.

La matrice ligne R, = (@,  pn) donne I'état probabiliste du nombre d’abonnés 'année 2017 + n.

Ainsi Ry = (@ po) = (0,05 0,95).
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1. Représenter cette situation par un graphe probabiliste de sommets A et P ou le sommet A représente 1'état « un
habitant est abonné » et P I'état « un habitant n’est pas abonné ».

2. Déterminer la matrice de transition T de ce graphe en respectant '’ordre A puis P des sommets.
3. Déterminer R;.

4. Déterminer I'état probabiliste en 2021.
Les résultats seront arrondis au millieme.

5. On admet qu'il existe un état stable (x ).

=7x+y
x+y

Il
=

a) Justifier que x et y sont solutions du systeme : {

b) Déterminer I'état stable de ce graphe.

PARTIE B

7
Le responsable du service de location souhaite vérifier I'état des pistes i\
cyclables reliant les parkings a vélos de location disposés dans la ville. 4
On modélise la disposition des lieux par le graphe étiqueté ci-contre dont les 6 2
sommets représentent les parkings a vélo.
Les poids des arétes sont les durées moyennes de parcours, en minute, pour
se rendre d'un parking a I'autre en suivant la piste cyclable. S E

(&)

N

D

1. Le responsable peut-il planifier un parcours partant de son bureau situé en A jusqu’a la mairie située en F en
passant par toutes les pistes cyclables sans emprunter deux fois le méme chemin?

2. Leresponsable est pressé. Déterminer le parcours le plus rapide possible permettant d’aller de Aa E

EXERCICE 10 (D'apres sujet bac Amérique du Sud 2017)
Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante
PARTIE A

Pour les déplacements entre les principales villes d'une région, les habitants peuvent acquérir soit la carte
d’abonnement bus (PassBus), soit la carte d’abonnement train (PassTrain), toutes les deux étant valables un an.

Une étude récente montre que le nombre global d’abonnements reste constant dans le temps et que, chaque année,
la répartition des abonnements évolue de la maniére suivante :

— 10% des abonnements PassBus sont remplacés par des abonnements PassTrain;

— 15 % des abonnements PassTrain sont remplacés par des abonnements PassBus.

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets B et T ou1 le sommet B représente 1'état « abonné
PassBus » et T I'état « abonné PassTrain ».

2. Déterminer la matrice de transition de ce graphe en respectant I'ordre B, T des sommets.

3. En 2016, les abonnements PassBus représentaient 25% de l'ensemble des abonnements, tandis que les
abonnements PassTrain en représentaient 75 %.

Quelle sera la part, en 2019, des abonnements PassBus dans 'ensemble des abonnements?
Donner le résultat en pourcentage arrondi a 0,1 %.

4. Déterminer I'état stable du graphe probabiliste et interpréter le résultat obtenu dans le contexte de I'exercice.

PARTIE B

Le réseau ferroviaire de la région est schématisé par le graphe ci-dessous.
Les sommets représentent les villes et les arétes représentent les voies ferrées.
Sur les arétes du graphe sont indiquées les distances exprimées en kilomeétre entre les villes de la région.
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B D
. 82
36
20
26
78 20 H
A
28 54 24
o \ 70 E
C
16
80
20 G
40
F

Déterminer, en utilisant I'algorithme de Dijkstra, le trajet le plus court pour aller de la ville A a la ville H. Préciser la
longueur en kilometre de ce trajet.
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EXERCICE 1
PARTIE A
On consideére la suite (u,,) définie par 1y = 1760 et pour tout entier naturel n, u,+; = 0,65u, + 861.
1. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 2460.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b) Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que, pour tout nombre entier naturel n, u, = 2460 —700 x 0,65".

2. Etudier le sens de variation de la suite (u;,).

3. Déterminer la limite de la suite (uy,).

PARTIE B

Une étude réalisée sur le nombre d’emplacements de camping d'une région touristique a permis d’établir que la
demande d’emplacements peut étre modélisée par la suite (u,) ol u, désigne le nombre d’emplacements 'année
2017 + n.

1. Un réaménagement de l'offre d’emplacements de camping sera nécessaire dés que la demande dépassera 2400
emplacements.

On considére I'algorithme suivant :

U—1760

N0

Tant que U < 2400
N<—N+1

U~—0,65xU+861
Fin Tant que

a) Recopier et compléter autant que nécessaire les colonnes du tableau suivant en arrondissant les résultats a

I'unité.
Valeur de N 0 1
Valeur de U 1760
Condition U < 2400 Vraie

b) Donner la valeur affectée a la variable N a la fin de 'exécution de cet algorithme et interpréter ce résultat dans
le contexte de I'exercice.

2. Selon ce modele, est-il possible d’envisager une demande supérieure a 2 500 emplacements?

EXERCICE 2

Une entreprise fabrique et commercialise un certain produit. Sa capacité de production mensuelle est inférieure a 10
milliers d’articles.

Soit x le nombre de milliers d’articles fabriqués chaque mois; le cotit de production exprimé en milliers d’euros est
modélisé par la fonction C définie pour tout x élément de I'intervalle [0;10] par

C(x) = x% +12x% + 21x+ 320
La courbe représentative de la fonction C, notée 6, est donnée en annexe ci-dessous.

PARTIE A

1. Le cofit marginal de fabrication pour une production de x milliers d’articles est donné par C’(x) ou C’ est la dérivée
de la fonction C.

Calculer C'(4) et C'(6).

2. Justifier que la fonction C est strictement croissante sur [0;10].
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PARTIE B

Chaque article est vendu 273 euros, la recette mensuelle exprimée en milliers d’euros est donnée par
R(x) =273x

1. a) Tracer sur le graphique joint en annexe, la courbe 2 représentative de la fonction R.
b) Par lecture graphique, déterminer la production xp pour laquelle le bénéfice est maximal.
2. Le bénéfice mensuel exprimé en milliers d’euros est modélisé par la fonction B définie sur l'intervalle [0;10] par
B(x) = R(x) — C(x).
a) Calculer le montant en euros, du bénéfice sil'entreprise fabrique et vend 6 000 articles un mois donné.
b) On note B’ la dérivée de la fonction B.
Montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0;10] on a B'(x) = —3x2 —24x+252.
c) Dresser le tableau de variation de la fonction B sur I'intervalle [0;10].

d) En déduire le nombre d’articles qu'il faut fabriquer et vendre chaque mois pour obtenir un bénéfice maximal.
Quel est le montant en euro, de ce bénéfice maximal ?

PARTIE C

On note f(x) le cotit moyen de production exprimé en euros, par article fabriqué.
x®+12x% +21x+ 320

La fonction f est définie sur l'intervalle ]0; 10] par f(x) =
On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle 10;10] et on appelle f’ sa fonction dérivée.

(x—4)(2x2 +20x + 80)
x2

1. Calculer f'(x), et vérifier que f'(x) = pour tout réel x de I'intervalle ]0; 10].

2. Etudier les variations de la fonction fsur]0;10].

3. Endessous de quel prix de vente unitaire, 'entreprise est-elle stire de ne faire aucun bénéfice?

ANNEXE
(a rendre avec la copie)
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Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative 6y d’'une fonction f définie et dérivable sur RR.

— Labscisse du point C est égale a (—0,5).

— La tangente a la courbe 6 au point B(—3;2) passe par le point de coordonnées (-5;0).

— La tangente a la courbe € au point D a pour équation y = —x+4.

/

= \&) C\-) CR; <

-8 —7/—6 5

On note [’ la dérivée de la fonction f et f” la dérivée seconde de la fonction f.

1. a) Tracer la tangente a la courbe 6 au point D.

b) Déterminer f'(2).

Les réponses aux questions suivantes seront justifiées a partir d'arguments graphiques.

2. Déterminer f'(-3) et f'(4).

3. Déterminer dans chacun des cas, lequel des trois symboles <, = ou = est approprié :

f'(=5)---0

f'=n---f'(6)

4. Quels sont les points d’'inflexion de la courbe 67 ?

f!l(_l) e f”(S)

f'@2)---0

5. Une des quatre courbes €1, 6>, €3 et 6, ci-dessous est la courbe représentative de la dérivée f' et une autre la
courbe représentative de la dérivée seconde f”.

Déterminer la courbe qui représente la dérivée f' et celle qui représente la dérivée seconde f”.

\ y
\ \
EEEEEERELRY x
\
\ \
Courts)e%l
y
q /
\\
7 6/5 4 B 2 10NN 2 x
/ 1
/ 2
/. )
Courts)e%g
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EXERCICE 2
ide ~ . : ) ¥ —x?-3
On considére la fonction f définie et dérivable pour tout réel x par f(x) = —Z+3
X

PARTIE A

xt+9x% ) L
1. Montrer que pour tout réel x, f'(x) = — .z ou f’ estla fonction dérivée de f.

(x=+3)

2. Ftudier le signe de f'(x) et en déduire le sens de variation de la fonction f.
3. a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur l'intervalle [0;2].

b) ATlaide de la calculatrice, donner la valeur arrondie a 10~2 pres de la solution a.

PARTIE B
—6x(x*-9)

On admet que la dérivée seconde de la fonction f est la fonction définie sur R par f”(x) = 213
X%+

1. Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est convexe ou concave.

2. Lacourbe représentative de la fonction f admet-elle des points d’inflexion?

EXERCICE 3

Une entreprise vend trois articles notés A, A, et A3. La fabrication de chacun de ces articles nécessite trois ressources
X, Y et Z (par exemple travail, matiéres premieres et énergie).
Le tableau suivant présente les cofits des ressources en euros, nécessaires a la fabrication de chaque article.

X Y V4
Ax 15 10 3
Ap 12 8 5
A3 8 9 5

15 10 3 1
1. a) Effectuerle produit |12 8 5] x|1]etinterpréter le résultat.
8 9 5 1

b) A laide d’'un produit de matrices, calculer le cotit total de production pour la fabrication de 100 articles de
chaque sorte.

10

5 . . . .
20 12 1 8) les lignes étant relatives aux clients

2. Lamatrice des commandes de deux clients notés C; et C, est C = (

etles colonnes aux articles.
a) Effectuer le produit (1 1) x C et interpréter le résultat.

b) Le prix de vente unitaire de chacun des trois articles est respectivement 45 €, 50 € et 35 €.
Calculer a I'aide d'un produit de deux matrices, le montant en euros de la commande de chacun des clients.

EXERCICE 4

Pour chacune des quatre affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse.

4 2
1. Soit A et B deux matrices définies par: A= x etB=|" ol x est un réel fixé.
x-1 3 2x x-1

2
x“+8x 10x
a) AFFIRMATION1 : Ax B = (xz—x 5x—1)'

4 8
b) AFFIRMATION 2 : 1l existe une unique valeur x pour laquelle A x B = (14 5).

2. Soit f une fonction deux fois dérivable telle que pour tout x réel, f”(x) =3x+2, f'(3)=2et f(3) =5.
; ]

-=;3].
3

b) AFFIRMATION 4 : L'équation de la tangente au point d’abscisse 3 est: y =2x +5.

a) AFFIRMATION 3 : La fonction est convexe sur
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EXERCICE 1

x*-3 x

z y 2 : e e
1. Résoudre dans R I'équation : = .
63x+1 e2x2

2. Résoudre dans R I'inéquation : e3* 2 x el ¥ < 1.

EXERCICE 2
Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de la fonction f

1. f estdéfinie sur R par f(x) = (x2 —4x+5)e”.

PP 1-2x
2. f estdéfinie sur R par f(x) = peant
2-2e*
3. f estdéfinie sur R par f(x) = .
! par f(x) e’ +1
EXERCICE 3
PARTIE A )
2 2 - -1 X
On considere les matrices M=|0 1 1]etN= % 1 -1
00 0 0 1

1. Effectuer le produit M x N des deux matrices.

2. Calculer la valeur du réel x pour que la matrice N soit égale a I'inverse de la matrice M.

PARTIE B

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = (ax2 +bx+c)e*.

TeES 4

— La courbe € représentative de la fonction f admet le point A d’abscisse 0 comme point d’inflexion et la tangente

au point A ala courbe € a pour équation y =3x+8.

— Un logiciel de calcul formel donne les résultats ci-dessous :

1| f(x):=(a*xx2+bxx+c)*xe’x
— f(x):=(ax*+bx+c)e*

2 | f'(x):=Dériver [f(x)]

— f'(x):= (ax*+ 2a+b)x+b+c)e*

3 | f"(x):=Dériver [f'(x)]

— f"(x):=(ax*+ 4a+b)x+2a+2b+c)e*

2a+2b+c=0
1. Justifier que les réels a, b et c sont solutions du systeme { b+c =3

c=8
2. Donner 'expression de f(x).

3. a) Calculer la valeur exacte de f (2).

b) Latangente a la courbe ¥ au point B d’abscisse 2 passe-t-elle par I'origine du repere ?
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EXERCICE 4

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = (2— x)e*.
Sa courbe représentative notée 6 est tracée ci-dessous dans le plan muni d'un repére orthonormé.

y

w

MO

\

1. a) Onnote f’la fonction dérivée de la fonction f.
Montrer que pour tout nombre réel x, ona: f'(x) = (1—x)e*.
b) Ftudier les variations de la fonction f.

2. Montrer que dans l'intervalle [1;2], 'équation f(x) = 2 admet une unique solution a.
Donner la valeur arrondie 4 1072 preés de a.

3. Déterminer une équation de la tangente & a la courbe €+ au point A d’abscisse 0.
Tracer la droite 2 dans le repére précédent.

4. a) Onnote f” la dérivée seconde de la fonction f. Calculer f”(x).
b) Ftudier la convexité de la fonction f.

¢) Lacourbe représentative de la fonction f a-t-elle un point d’inflexion ? Si oui, donner ses coordonnées.
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EXERCICE 1

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse donnée.

1. En France, le nombre d’actifs 4gés de 50 a 64 ans a fortement augmenté depuis 2005, il est passé de 6,1 millions en
2005 a 8,2 millions en 2016.

AFFIRMATION 1 :
Depuis 2005, le nombre d’actifs 4gés de 50 a 64 ans a augmenté d’environ 3,13 % chaque année.

2. M est une matrice carrée d’ordre 3 inversible telle que M? =2M

AFFIRMATION 2 :
2 0 0

M=]0 2 0
0 0 2

3. Soit (uy,) la suite définie par ug = 300 et pour tout entier naturel n, u,4+1 =490-0,96u,

AFFIRMATION 3 :

La suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, —250 est une suite géométrique de raison g = 0,96 et de
premier terme vy = 50.

4. Ondonne ci-dessous la courbe représentative € de ladérivée f' d’'une fonction f définie et deux fois dérivable sur
R.

AFFIRMATION 4
Sur I'intervalle [-2;3], la fonction f est décroissante.

AFFIRMATION 5
Sur I'intervalle [-5; 1], la fonction f est convexe.
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EXERCICE 2
Dans cet exercice, on arrondira les résultats au millieme. Les parties A et B sont indépendantes.

Une étude sur 'ensemble des personnes ayant exercé un emploi en France en 2016 a permis d’établir que :
— 30 % des personnes sont agées de plus de 50 ans;
— 22,3% des personnes agées de plus de 50 ans travaillent a temps partiel;
— 82,7 % des personnes agées de moins de 50 ans travaillent a temps plein.
(Source : Insee, enquétes Emploi.)

PARTIE A
On interroge au hasard une personne ayant occupé un emploi en 2016 et on note :

— Sl'événement «la personne était agée de plus de 50 ans »;

— ETl'événement «la personne occupait un emploi a temps plein ».

1. Calculer les probabilités p(g) et pg(E).

2. Recopier I'arbre ci-dessous et compléter les pointillés par les probabilités associées.

3. Calculer p (S N E). Interpréter le résultat.

4. Montrer que la probabilité qu'une personne occupe en 2016 un emploi a temps partiel est égale a 0,188.

5. La personne interrogée occupait un emploi a temps partiel. Quelle est la probabilité qu’elle était agée de plus de
50 ans?

PARTIE B

Le taux d’activité est le rapport entre le nombre d’actifs (actifs occupés et chomeurs) et 'ensemble de la population
correspondante.

En France, le taux d’activité des personnes agées de 15 a 24 ans est de 36,9 %.

On choisit au hasard 30 personnes agées de 15 a 24 ans. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre d’actifs.
Le nombre de personnes dgées de 15 a 24 ans dans la population est assez grand pour que I’on puisse considérer que
X suit une loi binomiale.

1. Préciser les parametres de cette loi binomiale.
2. Déterminer la probabilité que dans ce groupe il y a exactement 10 actifs.

3. On a calculé ci-dessous, les valeurs des probabilités P (X < k), pour k allant de 4 a 18.

k P(X<k) k P(X<k) k P(X<k) k P(X<k) k P(X<k)
4 0,004 2 7 0,0855 10 0,4211 13 0,8217 16 0,9784
5 0,0140 8 0,1657 11 0,5708 14 0,9014 17 0,9915
6 0,0378 9 0,2803 12 0,7095 15 0,9511 18 0,9971

a) Déterminer la probabilité que dans ce groupe il y ait au moins 15 actifs.

b) Sachant que dans ce groupe, il y a moins de 15 actifs, quelle est la probabilité qu'il y ait plus de 8 actifs?
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EXERCICE 3

PARTIE A

Soit f une fonction définie sur I'intervalle [0;7] par f(x) = (ax + b)e®>*~1°, ol a et b sont deux nombres réels. On

admet que la fonction f est deux fois dérivable. On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.
La courbe représentative 6 de la fonction f est donnée ci-dessous dans un repere orthonormé.
La droite 2 est tangente a la courbe 6 au point A.

y

~

P

_—

w

\&)

" \
9

-

1
=TI

1. Par lecture graphique, donner les valeurs de f(3) et de f'(3).
2. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle [0;7] ona: f'(x) = (0,5ax+ a+0,5b)e®>*~ 15,
3. a) Déduire des deux questions précédentes, en résolvant un systeme, que a=—-letb="7.
b) Donner les expressions de f(x) et f'(x).
4. a) Ftudier le signe de f’(x) sur I'intervalle [0;7].
b) En déduire le tableau des variations de la fonction f sur ce méme intervalle.
5. Montrer que dans l'intervalle [5;7], 'équation f(x) =4 admet une deuxiéme solution a.

6. Al'aide d’'un logiciel de calcul formel, on a obtenu le résultat suivant :

g(x):=(2,5-0,5x) * exp(0,5x—1,5)

ol

3
BG-x)e2"2

—»g(_x);: 2

Dériver [g(x),x]

x_ 3
B-x)e2 2
4

En s’appuyant sur ce résultat, étudier la convexité de la fonction f surl'intervalle [0;7] et préciser les coordonnées
d’un éventuel point d’inflexion la courbe €.

PARTIE B

Une entreprise fabrique un certain type d’article. Sa capacité de production est limitée a 7 000 articles par jour.
Apres avoir fait une étude, le directeur constate que si 'entreprise vend chaque jour x milliers d’articles (ol x est un
nombre réel de l'intervalle [0;7]), alors le bénéfice quotidien est donné, en milliers d’euros, par la fonction f définie
dans la partie A par : f(x) = (7 — x)e®>*~ 15,
1. Quelle quantité d’articles I'entreprise doit-elle fabriquer et vendre afin de réaliser un bénéfice maximal?

Quel est alors le montant, arrondi a la centaine d’euros pres, de ce bénéfice maximal?

2. Déterminer l'intervalle (a un article pres) dans lequel doit se situer la production x pour qu’il y ait un bénéfice
supérieur ou égal a 4000 euros.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 209


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY i
Année 2017-2018 CONTROLE N°5 TeES 4

EXERCICE 1

Le graphe I ci-dessous, modélise le plan d'un parc de loisirs. Les arétes du graphe représentent les allées du parc et
les sommets les attractions.
B ©

O, ©

1. Donner l'ordre du graphe puis le degré de chacun des sommets.

2. Onrange les sommets par ordre alphabétique. Compléter la matrice d’adjacence M associée au graphe :

o 1 o o0 1 o0 1 1
1 0 1 O O O o0 o
o 1 o 1 o o0 0 O
1 1 1 1
M:OO 0 0
1 0 O 1 1 0 1
1 0 0 1 O 1
3. On donne les matrices M2 et M3 :
4 01 2 1 2 2 1 4 5 2 5 10 5 8 8
0 2 0 1 1 0 1 1 5 0 3 2 2 .- 2 2
1 02 01 1 0 1 23 0 5 2 1 41
M2:21041130 M3:525210849
1 1 11 4 2 2 3 10 2 2 10 6 7 10 4
2 01 1 2 3 1 2 5 3 1 8 7 4 9 4
21 0 3 2 1 4 1 8 2 4 4 10 9 6 9
1 11 0 3 2 1 3 8 21 9 4 4 9 2

a) En détaillant le calcul, déterminer le coefficient de la deuxieme ligne et sixiéeme colonne de la matrice M3,
b) Donner, en justifiant, le nombre de chaines de longueur 3 reliant B a E Les citer toutes.
4. Déterminer en justifiant si ce graphe est :
a) complet;
b) connexe.
5. Enjustifiant la réponse, dire si ce graphe admet une chaine eulérienne. Si oui, donner une telle chaine.

6. Le responsable du parc souhaite réorganiser le nettoyage des allées, par un circuit commencant et finissant par le
sommet A et qui passe par toutes les allées une et une seule fois.

Quel est le nombre minimal d’allées qu’il faudrait ajouter pour obtenir un tel circuit? Préciser les extrémités.

EXERCICE 2

PARTIE A

Soit (uy) la suite définie par uy = 25000 et pour tout entier naturel n, u,+; = 0,961, + 800.
1. On considere la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par: v, = u, —20000.
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a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) En déduire que pour tout entier naturel n, u, = 5000 x 0,96" +20000.

2. Ftudier le sens de variation de la suite (u;,).

PARTIE B

Un site internet propose sur inscription un service de jeux en ligne.

Le 1°¢fjanvier 2018 il y avait 25000 membres inscrits.

L'évolution hebdomadaire du nombre de membres est modélisée par la suite (u,,) ol #;, est une estimation du nombre
de membres inscrits au bout de n semaines.

Le responsable du site, souhaite déterminer au bout de combien de semaines le nombre de membres inscrits sera
inférieur a 22 000.

1. Voici deux propositions d’algorithmes :

U — 25000 U — 25000
N0 N0
Tant que U = 22000 Tant que U < 22000
U 0,96 x U + 800 U — 0,96 x U + 800
N<—N+1 N<—N+1
Fin Tant que Fin Tant que
ALGORITHME 1 ALGORITHME 2

Un seul de ces algorithmes permet de calculer le plus petit entier naturel n tel que u, <22000.
Préciser lequel en justifiant pourquoi I'autre algorithme ne le permet pas.

2. a) Résoudre dans I'’ensemble des entiers naturels I'inéquation : 5000 x 0,96" + 20000 < 22000.

b) En déduire la valeur de la variable N a la fin de I'exécution de I'algorithme choisi a la question précédente et
interpréter cette valeur dans le contexte de I'exercice.

EXERCICE 3
Soit f une fonction définie sur I'intervalle [0;6] par f(x) = 205% _ g X.
On admet que la fonction f est deux fois dérivable. On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.
1. Calculer f'(x).
2. a) Montrer que I'équation f’(x) = 0 admet pour unique solution le nombre a =2 (1 —1n2).

b) Etudier le signe de f’(x) sur l'intervalle [0;6].

¢) En déduire le tableau complet des variations de la fonction f sur I'intervalle [0;6].

On précisera les valeurs exactes de f(0), f(a) et f(6).

3. a) Montrer que dans 'intervalle [0;6], I'équation f(x) = 12 admet une unique solution a.
b) ATlaide de la calculatrice, donner la valeur arrondie a 10~2 pres de la solution a.
4. Déterminer une équation de la tangente 2 a la courbe 6 représentative de la fonction f au point A d’abscisse 2.

5. Quelle est la position relative de la courbe 6y par rapport a sa tangente 2?2
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EXERCICE 1

Dans cet exercice, les résultats seront si nécessaire, arrondis au dix milliéme preés.

Un fabriquant de lentilles hydrophiles a constaté a l'issue de la fabrication, que ces lentilles peuvent avoir une
perméabilité a 'oxygene défectueuse.

On admet que dans cette production, 23 % des lentilles présentent ce défaut.

Lentreprise décide de mettre en place un test de controle de qualité de ces lentilles avant leur mise en vente.

Ce controle détecte et élimine 90% des lentilles défectueuses, mais il élimine également a tort 4% des lentilles non
défectueuses. Les lentilles non éliminées sont alors mises en vente.

On préleve une lentille au hasard dans cette production et on note :

— DJ1’évenement «lalentille est défectueuse »;

— V I'évenement «la lentille est mise en vente ».
PARTIE A

1. Recopier et compléter I'arbre probabiliste modélisant la situation :

o7

0,04
2. Calculer la probabilité que la lentille soit défectueuse et mise en vente.
3. Montrer que la probabilité qu'une lentille soit mise en vente est égale a 0,7622.

4. Quelle est la probabilité qu'une lentille mise en vente soit défectueuse ?

PARTIE B

Dans le stock de lentilles commercialisées par I’entreprise, on admet que 3 % des lentilles sont défectueuses.

On préleve au hasard un lot de 7 lentilles. On suppose que le nombre de lentilles est suffisamment grand pour
assimiler ce prélévement a des tirages successifs avec remise.

Soit X la variable aléatoire qui a tout prélevement ainsi défini, associe le nombre de lentilles défectueuses.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

2. On suppose dans cette question, que n = 25.

Quelle est la probabilité, arrondie au milliéme pres, que dans un lot de 25 lentilles, il y ait au moins une lentille
défectueuse?

3. a) Déterminer le plus petit entier n solution de I'inéquation :
1-0,97" 20,95

b) Interpréter le résultat.
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EXERCICE 2

Les deux parties sont indépendantes

PARTIE A
0 00 01 1 00
0 01 01 0 0O
01 01 1 0 01
- . . oo 100 0 0 1
On considere le graphe dont la matrice associée est M = 111000100
1 0 0 01 01 1
0 000 01 01
0 01 1.0 110
1. Quell'ordre du graphe? Quel est le nombre d’arétes de ce graphe?
2 1 1 0 1 1 1 1 2 2 3 2 5 5 2 3
1 2 1 1 1 1 0 1 2 2 5 2 5 3 2 3
1 1 4 1 1 2 11 3 5 4 5 8 4 3 8
01 1 2 1 1 11 2 2 5 2 3 3 2 5
. 2 _ 3 _
2. On donne les deux matrices M- = 1 111411 2 et M° = 5 58 3 4.8 3 4
1 1 2 1 1 4 1 1 5 3 4 3 8 4 5 8
1 01 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 5 2 5
1 1 11 2 1 1 4 3 3 85 4 8 5 4

Quelle est la longueur de la plus courte chaine entre les sommets 1 et 42

3. Ce graphe admet-il une chaine eulérienne? Justifier la réponse.

PARTIE B

Le graphe ci-dessous, modélise le plan du quartier dans lequel un facteur effectue sa tournée a partir du sommet C.
Les nombres présents sur chacune des arétes indiquent le temps moyen en minutes mis par le facteur pour distribuer
le courrier dans chaque rue.

[l
N

Le facteur souhaite effectuer sa tournée de maniére a arriver le plus rapidement en A tout en distribuant le courrier
dans chaque rue ou il passe.

1. Al'aide d’un algorithme, déterminer le parcours permettant d’aller du sommet C au sommet A le plus rapidement
possible. Préciser alors le trajet a emprunter.

2. Est-il possible pour le facteur de revenir en C pour distribuer le courrier restant dans chacune des rues ou il n’est
pas passé sans avoir a repasser par une des rues déja empruntée? Si oui donner un parcours possible.

Quel est alors le temps mis par le facteur pour effectuer sa tournée complete?
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EXERCICE 3

Soit f une fonction définie sur l'intervalle ]0; +o0o[ par f(x) = x22In(x)-3) +3.
On admet que la fonction f est deux fois dérivable.
La courbe représentative € de la fonction f est donnée ci-dessous dans un repére orthogonal.

y %f

=
[\S] 3]
\

[

T~

S~

-1 0 2 /{ K D 7 X
A N

1. Onnote f’la dérivée de la fonction f.

a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, on a: f'(x) = 4xIn(x) —4x.

b) Etudier le signe de f’(x).

¢) En déduire le tableau des variations de la fonction f surl'intervalle ]0; +ool.
2. Déterminer une équation de la tangente 9 a la courbe 6 représentative de la fonction f au point A d’abscisse 1.
3. a) Déterminer le nombre de solutions de I'équation f(x) =0.

b) Donner les valeurs, éventuellement arrondies 2 1073 pres, de chacune des solutions.

4. FEtudier les positions relatives de la courbe % 'r par rapport a sa tangente 2.
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EXERCICE 1

Dans une ville, un abonnement annuel est proposé pour les spectacles subventionnés par la municipalité. En 2016, il
y avait 1200 abonnés.

Une étude statistique a permis de modéliser I'évolution du nombre d’abonnements pour les prochaines années de la
maniere suivante :

Chaque année, 70 % des personnes abonnées renouvelleront leur abonnement 'année suivante et 780 nouveaux
abonnements seront souscrits.

1. Selon ce modele, quel est le nombre d’abonnements prévus pour 'année 2018?
On représente 1'évolution du nombre d’abonnés par une suite (u#,) ou u, représente le nombre d’abonnements
I'année 2016 + n.

La suite (u,) est donc définie par ug = 1200 et, pour tout entier naturel n, u,+; = 0,7u, + 780.

2. Un gestionnaire écrit I'algorithme suivant :

U 1200

N<—0

Tant que U < 2500
N—N+1

U—0,7xU+780
Fin Tant que

Donner une interprétation de la valeur NV = 8 obtenue a la fin de 'exécution de cet algorithme.
3. Soit (vy) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = u, —2600.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b) Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que, pour tout nombre entier naturel n, u,, = 2600 — 1400 x 0,7".

4. Déterminer la limite de la suite (u;) et interpréter ce résultat dans le contexte de |'exercice.
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EXERCICE 2

Te ES-L

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative €y d’une fonction f définie et dérivable sur R. On

note f’ la dérivée de la fonction f.
On sait que:

— les tangentes a la courbe € aux points A et B d’abscisses respectives (—0,5) et 4 sont paralleles a I'axe des

abscisses;

— la tangente au point D(1;1) ala courbe € passe par le point de coordonnées (0;3).

y

A

4

A. YALLOUZ (MATH@ES)
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PARTIE A
A partir du graphique et des renseignements fournis :
1. Déterminer f'(-0,5) et f' (1).
2. Déterminer dans chacun des cas, lequel des trois symboles <, = ou = est approprié :
a) f'(=2)---0 b) f'(=5)---f'(1) o f'0)--f'(@8)
PARTIE B
. P ) 7—4x
La fonction f est définie pour tout réel x par f(x) = — "
X
. ) 4x%>-14x-8
1. Montrer que pour tout réel x, f'(x) = —
(x2+2)
2. a) Etudier le signe de f’(x).
b) Donner le tableau de variations de la fonction f.
3. Déterminer une équation de la tangente (7T) a la courbe <€f au point E d’abscisse (—2).
217


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY A
Année 2017-2018 CONTROLE N°2 Tle ES-L

EXERCICE 1

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative € d'une fonction f définie et dérivable sur RR.

/7 TN\

[«2)

\ﬁ\ ¥ /\\
AN Joorf

| L/
G O B I 7 A
| /-
| I

=9

—
i

Cr

On note f’ la dérivée de la fonction f et f” la dérivée seconde de la fonction f.
1. Latangente ala courbe 6 au point F(1;2) passe par le point de coordonnées (0; —2). Déterminer f'(1).
2. Latangente a la courbe 6y au point D a pour équation y = —2x—1.
a) Tracer la tangente a la courbe 6y au point D. Le point D est-il un point d’inflexion de la courbe €2
b) Déterminer f'(-1).
3. Déterminer f'(-5) et f(-5).
4. Déterminer dans chacun des cas, lequel des trois symboles <, = ou = est approprié :
a) f'(-6)---0 b) f'(=7)---f'(-2) o f"=7--f"0) d f@---0

5. Une des quatre courbes €1, 6>, €3 et 6, ci-dessous est la courbe représentative de la dérivée f' et une autre la
courbe représentative de la dérivée seconde f”.

Déterminer la courbe qui représente la dérivée f’ et celle qui représente la dérivée seconde f”.

-7 6 5 4 2 1 0 X 7 b 5 -4 2 /1 0 X
....................................................... o . T TP ST ST ANIPNS B NITTIE TIT7(CTF (Tvrres T SOUPIURIN: SOPP SO
.......................................................... 2..._. _,2.#.
......................................................... o T R B T P P

Courbe 63 Courbe 6,
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EXERCICE 2
3
X
On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = 3 3x%2+8x—3 eton note 6 sa courbe représentative

dans un repere.
La fonction f est deux fois dérivable sur R, on note f’ sa fonction dérivée et f” sa fonction dérivée seconde.

1. Calculer f'(x).

2. Ftudier le signe de f'(x)

3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

4. a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a.

b) ATlaide de la calculatrice, donner la valeur arrondie a 10~2 pres de la solution a.
Calculer f"(x).

6. a) Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est convexe ou concave.

@

b) La courbe représentative de la fonction f admet-elle un point d’inflexion ? Si oui, calculer ses coordonnées.
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EXERCICE 1

Simplifier les expressions suivantes :

2x-3

1. A(x) = x 317X,

3x—2

~ ~ 1
2. Bx)=(e*+e ™) (e*-e x)+T.
ex

EXERCICE 2

1. Résoudre dans R I'équation : e 2%+ -1 =0,

2. Résoudre dans R I'inéquation : e>73* x e>**1 > 1,

EXERCICE 3

Sur les dix derniers mois, le cours du bois a augmenté de 46 % et le cours du sucre a baissé de 30 %

1. Calculer le pourcentage d’évolution mensuel moyen du cours du bois. (arrondir le résultat a 0,01 % pres).

2. Calculer le pourcentage d’évolution mensuel moyen du cours du sucre. (arrondir a 0,1 % pres).

EXERCICE 4

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = (x* —2x+2)e*.

Sa courbe représentative notée € est tracée ci-dessous dans le plan muni d'un repére orthonormé.

y %
. /
/
1
/
/¢”” :
/// !
///
5 4 3] 2] a]o 2

1. a) Onnote f’la fonction dérivée de la fonction f.
Montrer que pour tout nombre réel x, ona: f'(x) = x?e*.

b) Ftudier les variations de la fonction f.

2. Montrer que sur I'intervalle [1;2], 'équation f(x) =4 admet une unique solution a.
ATaide de la calculatrice, déterminer la valeur arrondie au dixieme pres de a.

3. Déterminer une équation de la tangente & a la courbe €+ au point A d’abscisse 1.

Tracer la droite 2 dans le repére précédent.
4. a) Onnote f” la dérivée seconde de la fonction f. Calculer f”(x).
b) Ftudier la convexité de la fonction f.

c) Calculer les coordonnées des points d’'inflexion de la courbe 6.
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EXERCICE 1

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse donnée.

1. En France, le nombre de femmes actives agées de 50 a 64 ans a fortement augmenté depuis 2006, il est passé de
3 millions en 2006 a 4,1 millions en 2016.

AFFIRMATION 1 :
Entre 2006 et 2016, le nombre de femmes actives dgées de 50 a 64 ans a augmenté d’environ 3,2 % chaque année.

2. Soient (uy) la suite définie par 1y = 100 et pour tout entier naturel n, u,+; = 81 —1,025u, et (v,) la suite définie
pour tout entier naturel n par v, = 40 — u,.

AFFIRMATION 2 :
(vy) est une suite géométrique de raison g = 1,025 et de premier terme vy = —60.

AFFIRMATION 3
Pour tout entier naturel n, u,, =40+ 60 x (—1,025)".

3. Ondonne ci-dessous la courbe représentative € de ladérivée f' d’'une fonction f définie et deux fois dérivable sur
R.

AFFIRMATION 4
Sur I'intervalle ] — oo; —1], 1a fonction f est décroissante.

AFFIRMATION 5
Sur I'intervalle [—1; 3], la fonction f est convexe.
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EXERCICE 2
Dans cet exercice, on arrondira les résultats au millieme. Les parties A et B sont indépendantes.

D’apres une enquéte sur I'emploi en France :
— 52 % des personnes qui exercent un emploi sont des hommes;
— 15% des hommes qui exercent un emploi ne sont pas salariés;

— 91,6 % des femmes qui exercent un emploi sont salariées.

PARTIE A

On interroge au hasard une personne ayant un emploi et on note :
— H'événement «la personne est un homme »;
— Fl'événement «la personne est une femme »;

— STlévénement «la personne exerce un emploi salarié ».

1. Calculer les probabilités p(F), pu(S) et pF(g).

2. Recopier I'arbre ci-dessous et compléter les pointillés par les probabilités associées.

3. Calculer p (Fn S). Interpréter le résultat.

4. Calculer la probabilité qu'une personne exerce un emploi salarié.

5. Lapersonne interrogée exerce un emploi salarié. Quelle est la probabilité que ce soit un homme?
PARTIE B

Selon cette étude, 30 % des femmes qui ont un emploi, travaillent a temps partiel.

Te ES-L

On choisit au hasard 40 femmes qui ont un emploi. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de femmes

qui travaillent a temps partiel.

La population de femmes qui exercent un emploi est suffisamment importante pour que I'on puisse considérer que

X suit une loi binomiale.
1. Préciser les parametres de cette loi binomiale.

. Calculer 'espérance mathématique de X. Interpréter le résultat.

2
3. Déterminer la probabilité que dans ce groupe il y a exactement 12 femmes qui travaillent a temps partiel.
4

. On a calculé ci-dessous, les valeurs des probabilités P (X < k), pour k allant de 5 a 19.

k P(X<k) k P(X<k) k P(X<k) k P(X<k) k P(X<k)
5 0,008 6 8 0,1110 11 0,4406 14 0,807 4 17 0,968 0
6 0,023 8 9 0,1959 12 0,5772 15 0,8849 18 0,9852
7 0,0553 10 0,3087 13 0,703 2 16 0,9367 19 0,9937

a) Déterminer la probabilité que dans ce groupe il y ait au moins 12 femmes qui travaillent a temps partiel.

b) Calculer P (7 < X < 18). Interpréter ce résultat.
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EXERCICE 3

PARTIE A

3
Soit f une fonction définie sur I'intervalle [0;8] par f(x) = (Zx - 6) eldx-2 4 5

On admet que la fonction f est deux fois dérivable. On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.
La courbe représentative 6 de la fonction f est donnée ci-dessous dans un repere orthonormé.

3 9
1. Montrer que pour tout réel x de 'intervalle [0;8] ona: f'(x) = (gx - Z) ed5x-2,
2. a) Ftudierle signe de f'(x) sur l'intervalle [0;8].
b) En déduire le tableau des variations de la fonction f sur ce méme intervalle.
3. a) Déterminer une équation de la tangente & a la courbe € au point A d’abscisse 4.
b) Tracer la droite 2 dans le repére précédent.
¢) En déduire graphiquement la valeur de "' (4).
4. Montrer que dans l'intervalle [6;8], 'équation f(x) = 2 admet une deuxieme solution «.
PARTIE B

Une entreprise fabrique un certain type d’article. Sa capacité de production est limitée a 800 articles par jour.

y

7]

/
~—

~__

[
\

1

=T

Te ES-L

Apreés avoir fait une étude, le directeur constate que sil’entreprise produit chaque jour x centaines d’articles (ou x est
un nombre réel de I'intervalle [0;8]), alors le coit moyen de production d’'un article, en centaines d’euros, est donné
par la fonction f définie dans la partie A.

1.

Si le prix de vente d’un article est de 92 euros, 'entreprise fait-elle un bénéfice?

2. Déterminer l'intervalle (a un article pres) dans lequel doit se situer la production x pour que le colit moyen de

production soit inférieur ou égal a 200 euros.

EXERCICE 1

Cet exercice est un QCM (questionnaire a choix multiples). Pour chacune des questions posées, une seule des quatre

réponses est exacte. Recopier le numeéro de la question et la réponse exacte. Aucune justification n'est demandée.

Une réponse exacte rapporte 1 point, une réponse fausse ou l'absence de réponse ne rapporte ni n'enleve de point. Une
réponse multiple ne rapporte aucun point.

1.

2.

X
La solution exacte de 'équation (5) =3 est:
a) 0,369 b) In2 C) 1—ln—2 d) 31n(§)
In3 2
. . . X
La solution exacte de 'équation In (E) =2est:
2 e? 1
a) 2e b) e 0 — d) e2
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3. Lensemble des solutions de I'inéquation e~ x e3*~1 = 2 est :

In2 In2 In2 In2-1
a) S:[n——1;+oo b) S=|—;+c0 o) Sz[l—n—;+oo 4 s=|— ;+oo[
2 2 2 2
4. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = xIn(x) — x. On note f’ sa fonction dérivée.
On aalors:
a) fl(x)=Inx)-1 b) f'(x)=In(x) ) f’(x):l—l d) f,(x)zlnﬁ_l
X b

e
5. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = 2e%5% —Ex. La tangente a la courbe 6 représentative de la

fonction f au point A d’abscisse 2 a pour équation :

e e e e
= — = — — =—x-2 = —
a) y > b) y 5 X oy 2x d y 2x
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EXERCICE 2

PARTIE A

Soit (1) la suite définie par uy = 8500 et pour tout entier naturel n, u,+; = 1,021, —250.

1. On consideére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par: v,, = u, —12500.
a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison g = 1,02 et préciser le premier terme.
b) Exprimer v, en fonction de n.
¢) Justifier que pour tout entier naturel n, u, = 12500 —4000 x 1,02".

2. Ftudier le sens de variation de la suite (u;,).

PARTIE B

Un site internet propose sur inscription un service de jeux en ligne.

Le 1°f janvier 2018 il y avait 8 500 membres inscrits.

Lévolution mensuelle du nombre de membres est modélisée par la suite () ol u, est une estimation du nombre de
membres inscrits au bout de n mois.

La responsable du service marketing, a prévu de lancer une campagne de publicité dés que le nombre de membres
inscrits sera inférieur a 7 500.

1. Voici deux propositions d’algorithmes :

U — 8500 U — 8500
N0 N0
Tant que U < 7500 Tant que U = 7500
U+—1,02xU-250 U—1,02xU-250
N<—N+1 N<—N+1
Fin Tant que Fin Tant que

ALGORITHME 1 ALGORITHME 2

Un seul de ces algorithmes permet de calculer le plus petit entier naturel n tel que u, < 7500.
Préciser lequel en justifiant pourquoi I'autre algorithme ne le permet pas.

2. a) Résoudre dans I'ensemble des entiers naturels I'inéquation : 12500 — 4000 x 1,02" < 7500.

b) En déduire la valeur de la variable N a la fin de I'exécution de I'algorithme choisi a la question précédente et
interpréter cette valeur dans le contexte de I'exercice.

EXERCICE 3
Soit f une fonction définie sur I'intervalle ]0;8] par f(x) =2In(x) + x%—5x.
On admet que la fonction f est deux fois dérivable. On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.

. . , 2x2 —5x+2
1. Montrer que pour tout réel x de 'intervalle ]0;8] ona: f'(x) = —.

2. a) Ftudier le signe de f’(x) sur I'intervalle ]0;8].
b) En déduire le tableau complet des variations de la fonction f sur I'intervalle ]0; 8].
3. a) Montrer que dans 'intervalle 10;8], I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a.
b) ATlaide de la calculatrice, donner la valeur arrondie a 10~2 pres de la solution a.
4. Déterminer une équation de la tangente 2 a la courbe € représentative de la fonction f au point A d’abscisse 1.

5. Etudier les positions relatives de la courbe € 'r par rapport a sa tangente 2.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 225


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY A
Année 2017-2018 CONTROLE N°6 Tle ES-L

EXERCICE 1
Dans cet exercice, les résultats seront si nécessaire, arrondis au millieme pres.

PARTIE A
Un fabricant de smartphone a constaté que 3,5 % des appareils produits présentaient une fragilité au niveau de I'écran

tactile.

1. Envue d’un contrdle de qualité, ce fabricant préleve au hasard un échantillon de 10 appareils.
On consideére que le nombre de smartphones est suffisamment important pour que 'on puisse assimiler ce
prélevement a un tirage avec remise de 10 appareils.
On note X la variable aléatoire qui associe le nombre de smartphones qui ont une fragilité au niveau de I'écran
tactile.

a) Quelle estla loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ?
b) Calculer la probabilité que dans le lot, un seul appareil a une fragilité au niveau de I'écran.
c) Calculer la probabilité que dans le lot, au moins un appareil a une fragilité au niveau de I'écran.

2. On préleve au hasard n appareils. On note Y la variable aléatoire qui associe le nombre de smartphones qui ont
une fragilité au niveau de I'écran.

On suppose que la variable aléatoire Y suit la loi binomiale de parametres n et p = 0,035.

a) Onnote p, la probabilité que I'un au moins de ces n smartphones a une fragilité au niveau de I'écran. Justifier
que p, =1-0,965".

b) Déterminer le plus petit entier n solution de I'inéquation :
1-0,965" = 0,99

Interpréter le résultat.

PARTIE B

Les écrans des smartphones produits par ce fabricant proviennent de deux fournisseurs notés A et B.

2 % des écrans qui proviennent du fournisseur A sont défectueux et 4 % des écrans qui proviennent du fournisseur B
sont défectueux.

Pour des raisons de prix, 25 % des écrans utilisés pour la production des smartphones proviennent du fournisseur A.
On choisit au hasard un écran dans I'ensemble des écrans. On considére les événements suivants :

— A: «l’écran provient du fournisseur A »;

— D : «l'écran est défectueux ».

1. Recopier et compléter I'arbre probabiliste modélisant la situation :

0,25

2. Calculer la probabilité que I’écran n’ait pas de défaut et provienne du fournisseur B.
3. Montrer que la probabilité qu'un écran n’a pas de défaut est égale a 0,965.

4. Quelle est la probabilité qu'un écran défectueux provienne du fournisseur B?
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EXERCICE 2
PARTIE A : Lecture graphique

On donne ci-dessous, la courbe <€f représentative d'une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle ]0; +oco[ dans le
plan muni d'un repére orthogonal.
La courbe 6 traverse sa tangente au point A d’abscisse e.

y

/
/
/

Les réponses aux deux questions suivantes seront justifiées a partir du graphique.

1
1. Onnote f'la dérivée de la fonction f. Comparer f’ (—) et ' (e?).
e

2. Donner le tableau des variations de la dérivée f'.

PARTIE B : Etude d’une fonction

21 +1
La fonction f est définie pour tout réel x de I'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = &

On admet que la fonction f est deux fois dérivable. On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.

1. a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, ona: f'(x) = %lzn(x)

b) Etudier le signe de f’(x).

¢) En déduire le tableau des variations de la fonction f surl'intervalle ]0; +ool.
2. Déterminer une équation de la tangente 2 a la courbe 6 représentative de la fonction f au point B d’abscisse 1.
3. a) Déterminer le nombre de solutions de I'équation f(x) = 1.

b) Donner les valeurs, éventuellement arrondies 2 1073 pres, de chacune des solutions.

4In(x) -4

4. a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, ona: f"(x) = 3
X

b) Justifier que la courbe €y admet un point d’'inflexion dont on précisera les coordonnées.
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EXERCICE 1 (5 points) Commun a tous les éleves
Au 1¢ janvier 2018, une association compte 3 000 adhérents. On constate que chaque mois :

— 2 % des adhérents de 'association ne renouvellent pas leur adhésion;

— 50 nouvelles personnes adhérent a I'association.
PARTIE A

1. Déterminer une estimation du nombre d’adhérents au 1¢* mars 2018.

On modélise le nombre d’adhérents de I’association par la suite (u,) telle que uy = 3000 et, pour tout entier naturel r,
Un+1 = 0,98u, + 50.

Le terme u,, donne ainsi une estimation du nombre d’adhérents de I’association au bout de n mois.
2. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel »n par : v, = u, —2500.
a) Démontrer que (v;,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =500 x 0,98" + 2500.
3. Etudier le sens de variation de la suite (u;,).

4. Déterminer la limite de la suite (u,). Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

PARTIE B

Laresponsable de I'association, souhaite déterminer au bout de combien de mois le nombre de membres inscrits sera
inférieur a 2 900.

1. Recopier et compléter I'algorithme suivant afin qu'’il permette de répondre au probléme posé.

U 3000

N0

Tantque ..........cooviiiiiinn...
U~—...
N«—...

Fin Tant que

2. En résolvant I'inéquation : 500 x 0,98" + 2500 < 2900, déterminer la valeur de la variable N obtenue a la fin de
I'exécution de I'algorithme précédent.

PARTIE C

Le montant de la cotisation mensuelle a I'association est de 10 euros.
Calculer la somme totale que 1'association espére obtenir pour I'année 2018.
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EXERCICE 2 (5 points) Eléves ES (obligatoire) et L (spécialité)

Cet exercice est un QCM (questionnaire a choix multiples). Pour chacune des questions posées, une seule des quatre
réponses est exacte. Recopier le numéro de la question et la réponse exacte. Aucune justification n'est demandée.

Une réponse exacte rapporte 1 point, une réponse fausse ou l'absence de réponse ne rapporte ni n'enleve de point. Une
réponse multiple ne rapporte aucun point.

1. Le nombre (—2) est solution de I'équation :

a) eln*=_2 b) e*=-2 c) Ine%)=-2 d) Inx=-1n2

2. Pour tout réel x, (e¥)? x e32* est égal a:

a) ex2_2x+3 b) e2*(3-2%) ) ex2(3—2x) d) e

3. Ladérivée dela fonction f: x— e? x+In2 est la fonction :

1 1
a) f'rx—2ex b) f’:x»—>e2+§ C) f’:x»—>2ex+§ d flrx—e

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur R.
On a tracé ci-dessous la courbe € représentative de la fonction f ainsi que les tangentes a la courbe aux points A et

B d’abscisses respectives 1 et 4.
y / \ / €
/\\

'y

—
/

4. Onnote f’la dérivée de la fonction f et f” sa dérivée seconde.

a) f'(1)=3 b) f'(1)=2,5 o f"4)=15 d ffa)y=-2

5. Le tableau des variations de la fonction dérivée f’ est :

X —00 4 +00 X —0o0 4 +00
-2
[l / \ [l \
a) b) —2
X —00 4 +00 X -0 4 +00
1,5
[ / \ JEY) \
c) d) 1,5
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EXERCICE2 (5 points) Eléves ES (spécialité)

Le graphe ci-dessous, modélise le plan d'un quartier historique d'une ville.
Les sommets sont les différents centres d’'intéréts et les arétes les rues.

1. On appelle M la matrice associée a ce graphe les sommets étant rangés dans I'ordre alphabétique.
On donne deux matrices Ret S:

10 5 14 1 9 12 10 9 11 8 19 8 22 3 17 15 11 9 15 10

5 26 20 26 17 16 16 5 26 4 8 31 19 15 16 22 14 3 25 6

14 20 48 20 38 25 17 25 29 15 22 19 34 10 26 21 15 12 26 12

1 26 20 26 17 16 16 5 26 4 3 15 10 10 5 6 5 1 12 1

R= 17 38 17 37 26 9 23 20 15 S= 17 16 26 5 32 24 8 15 17 13
12 16 25 16 26 31 14 16 19 17 15 22 21 6 24 32 13 6 19 16

10 16 17 16 9 14 25 4 24 12 1 14 15 5 8 13 17 2 20 4

9 5 25 5 23 16 4 20 8 4 9 3 12 1 15 6 2 10 5 4

11 26 29 26 20 19 24 8 35 6 15 25 26 12 17 19 20 5 32 6

8 4 15 4 15 17 12 4 6 12 10 6 12 1 13 16 4 4 o6 11

a) Une des deux matrices R ou S est la matrice M*.
Sans calculs, indiquer laquelle des deux matrices R ou S est la matrice M* en justifiant la réponse.

b) Un touriste a quitté son hotel H et s’est rendu au jardin J. Au cours de son déplacement, il est passé exactement
trois fois devant un des centres d’intérét du quartier.

Combien de trajets différents a-t-il pu suivre ? Expliquer.
2. Déterminer en justifiant si ce graphe est connexe.

3. Est-il possible pour un touriste de parcourir chaque rue du quartier une et une seule fois en partant de son hotel
H?

4. Sur le graphe pondéré ci-dessous, on a indiqué sur les arétes les distances en metres entre les différents lieux :
}\‘s N A
ATaide d’un algorithme, déterminer la distance minimale permettant d’aller du sommet H (hotel) au sommet J
(jardin). Préciser alors le trajet a emprunter.
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EXERCICE 3 (5 points) Commun a tous les éléves

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Les résultats seront si nécessaire, arrondis a 1073,

On s’intéresse a un certain modele de tablette vendues dans un magasin.
PARTIE A

On considére un stock important de tablettes de ce modele.
On note E I'événement : « une tablette prélevée au hasard dans le stock est défectueuse. »

On suppose que P(E) =0,02.
On préléeve au hasard 100 tablettes dans le stock. Le stock est assez important pour que I'on puisse assimiler ce
prélevement a un tirage avec remise de 100 tablettes.
On consideére la variable aléatoire X qui, a tout prélevement ainsi défini, associe le nombre de tablettes défectueuses.
1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
2. On donne en annexe ci-dessous, un extrait du tableau obtenu a I'aide d'un tableur fournissant des probabilités
P(X < k), ou k est un entier naturel compris entre 0 et 100.
ATaide de ce tableau ou de la calculatrice :

a) calculer la probabilité que dans un tel prélévement, il y ait exactement quatre tablettes défectueuses;
b) calculer la probabilité que dans un tel prélevement, il y ait au moins deux tablettes défectueuses;

c) calculer la probabilité que dans un tel prélevement, il y ait au plus six tablettes défectueuses sachant qu'au
moins deux tablettes sont défectueuses.

ANNEXE
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(X<k) 0,13262 | 0,40327 | 0,67669 | 0,85896 | 0,94917 | 0,98452 | 0,99594 | 0,99907 | 0,99981 | 0,99997

PARTIE B

Les tablettes de ce modele proviennent de deux fournisseurs notés « fournisseur 1 » et « fournisseur 2 ».

Le fournisseur 1 a fourni 60 % des tablettes d'un lot important et le fournisseur 2 a fourni le reste de ce lot.

Dans ce lot, 1% des tablettes provenant du fournisseur 1 sont défectueuses et 1,5% des tablettes provenant du
fournisseur 2 sont défectueuses.

Un client choisi au hasard une tablette dans ce lot. On considére les événements suivants :

— A: «latablette provient du fournisseur 1 »;
— B «latablette provient du fournisseur 2 »;
— D :«latablette est défectueuse ».
1. Déduire des informations figurant dans I'énoncé les probabilités P(A), P(B), P4(D) et Pg(D).
2. a) Calculer la probabilité d’acheter une tablette défectueuse provenant du fournisseur 1.
b) Déterminer la probabilité qu'une tablette soit défectueuse.

c) Le client a acheté une tablette non défectueuse, quelle est la probabilité que cette tablette ait été fabriqué par
le fournisseur 22
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EXERCICE 4 (5 points) Commun a tous les éleves
PARTIE A

Soit f la fonction définie pour tout réel x de I'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = x% - xIn(x) + 20.
ATaide d’'unlogiciel de calcul formel, on obtient les résultats ci-dessous qui pourront étre utilisés sans étre démontrés.

1 f(x):=x"2-x*In(x)+20

— f(x) 1= x*> - xIn(x) + 20
5 | 8(x):= Dériver [f(x),x]
—gx):=2x-In(x)-1
Dériver [g(x),x]

3 1
— 22— —
X

1. Déterminer 'intervalle sur lequel la fonction f est convexe.
2. Onnote f’la dérivée de la fonction f. Etudier les variations de la dérivée f".

3. En déduire que la fonction f est strictement croissante.

PARTIE B

Une entreprise produit et commercialise un article.
Sa capacité de production est comprise entre 1 000 et 10 000 articles par jour.

Le cott total de production exprimé en milliers d’euros est modélisé sur l'intervalle [1;10] par la fonction f de la partie
A, ou x désigne le nombre de milliers d’articles fabriqués.

Soit C(x) le cotit moyen de production exprimé en euros, par article fabriqué.
La fonction C est définie sur I'intervalle [1;10] par C(x) = M
X
On note C' la dérivée de la fonction C. Calculer C'(x).

Etudier les variations de la fonction C sur [1;10].

Montrer que I'équation C(x) = 11 admet une solution unique a.

L e

a) Sile prix de vente d’un article est de 7 €, I'entreprise fera-t-elle un bénéfice?

b) On suppose que chaque article produit est vendu au prix de 11 €.

Déterminer l'intervalle (a la centaine d’article pres) dans lequel doit se situer la production x pour que
I'entreprise réalise un bénéfice positif.
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EXERCICE 1 Commun a tous les éleves

Soit f une fonction définie et dérivable sur I'intervalle ]0; +ool.
On sait que f(1) = —3 et que le signe de la fonction f est donné par le tableau suivant :

signe de f(x) - 0 +

1. F estla primitive de la fonction fonction f sur I'intervalle ]0; +oo[ telle que F(1) = 1.
a) Donner le tableau de variations de la fonction F.

b) On note ¥ la courbe représentative de la fonction F.
Donner une équation de la tangente a la courbe ¥ au point d’abscisse 1.

4
2. Lafonction f est définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par f(x) =1— -
X

Etudier la convexité de la fonction F.

EXERCICE 2 Commun a tous les éléeves

La courbe 6 tracée ci-dessous est la représentation graphique d’'une fonction f définie et dérivable sur R.
On note [’ la dérivée de la fonction f et F une primitive de la fonction f.

Iy
Ny

S ON,

&

™,
N
f XN

| \“f

1
1. Déterminer graphiquement une valeur approchée a I'unité de I'intégrale f f(x) dx.
-2

2. Une des quatre courbes ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f” et une autre celle de la fonction
F.
COURBE C; COURBE C»

N
"
[\S)

o
/
[

AN \ ) \
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COURBE C3 COURBE C;
y y
\ i
3 - /-( 0 2 VI \€> x| 8 =2 a0 1/ 2 4 6 X

a) Déterminer la courbe associée a la fonction f’ et celle qui est associée a la fonction F. (Justifier)

5
b) En déduire la valeur de I'intégrale f f(x) dx.
-2

¢) Lacourbe représentative de la fonction F admet-elle des points d’'inflexion?

EXERCICE 3 Commun a tous les éleves

Calculer les intégrales suivantes :

1
1. A:f (x* -3x+1) dx.
-1

2In2
2. B:f (x+e>¥) dx.

0
€ 1
3. C= (2—— dx.
1 X

EXERCICE 4 Eleves L (spécialité) et ES (obligatoire)

D'apres sujet bac Nouvelle Calédonie (février 2018)

On étudie les abonnements a un grand quotidien de 2011 a 2015.
Le tableau suivant indique, pour chaque année de 2011 a 2015, le nombre d’abonnés.

Année 2011 2012 2013 2014 2015
Nombre d’abonnés 620214 610156 575038 578282 555239
Taux d’évolution annuel -1,62% —5,76 % 0,56 % -3,98 %

Taux d’évolution par rapport a

'année 2011 -1,62% -7,28% -6,76 % -10,48%

PARTIE A

1. Retrouver par le calcul, le taux d’évolution annuel entre 2012 et 2013.

2. Le taux d’évolution moyen annuel entre 2011 et 2015 est environ de —2,73 %. Justifier.

PARTIE B

Afin d’étudier cette évolution, on suppose qu’a I'avenir, tous les ans, 10% des abonnés ne renouvellent pas leur
abonnement a ce quotidien mais que I'on compte 52 milliers de nouveaux abonnés.

En 2011, le nombre d’abonnés est égal, aprés arrondi, a 620 milliers.

On s’intéresse, pour tout entier naturel #, au nombre d’abonnés, en milliers, pour 'année (2011 + n).

On note u; le nombre d’abonnés en milliers pour I'année (2011 + n).

On fixe donc 1y = 620.

1. Déterminer le nombre d’abonnés en 2012 suivant ce modele.

2. Justifier que pour tout entier naturel 7 : u,4+; = 0,9u, + 52.
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3. On définit la suite (v,), pour tout entier naturel n, par v, = u, —520.
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et son premier terme vy.
b) Exprimer v, en fonction de n.
¢) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, = 100 x 0,9” + 520.
4. Le quotidien est considéré en difficulté financiere lorsque le nombre d’abonnés est inférieur a 540 milliers.

a) Recopier et compléter 1'algorithme suivant afin de déterminer I'année a partir de laquelle le quotidien sera en
difficulté financiere.

U —620

N0

Tantque ..........coooviiiiiinn.n.
U~...
N«—...

Fin Tant que

b) Résoudre I'inéquation u, < 540.

¢) Déterminer a partir de quelle année le quotidien sera en difficulté financiére. Indiquer la démarche.

EXERCICE 4 Eléves ES (spécialité)

Une municipalité propose aux personnes qui effectuent de nombreux déplacements deux types d’abonnement
mensuel :

— un abonnement « V-libre » a un service de location de vélos;
— un abonnement « T-libre » aux transports en commun.

Une étude récente a montré que le nombre global d’abonnements reste constant dans le temps et que le nombre
de personnes qui, un mois donné, acquiérent les deux abonnements est négligeable (on considére qu'un abonné ne
souscrit qu’a un seul type d’abonnement « T-libre » ou « V-libre »).

On a constaté également que, chaque mois, la répartition des abonnements évolue de la maniere suivante :

— 22% des abonnements « T-libre » sont remplacés par des abonnements « V-libre »;

— 66 % des abonnements « V-libre » sont remplacés par des abonnements « T-libre ».

En janvier 2018, en raison d'un réaménagement des bornes d’emplacement des vélos, seulement 5% des
abonnements ont été souscrits au service « V-libre ».
Dans la suite de I'exercice, on note :

— tp laprobabilité qu'un abonnement soit souscrit au service « T-libre », le n-iéme mois apreés le mois de janvier 2018.

— vy la probabilité qu'un abonnement soit souscrit au service « V-libre », le n-iéme mois apreés le mois de janvier
2018.

— Pp=(tp vy)létatprobabiliste correspondant aux abonnements a ces deux services le n-iéme mois apres le mois
de janvier 2018. On a donc Py = (0,95 0,05).

1. a) Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets T et V ou le sommet T représente 1'état
«abonné au service T-libre » et V I'état « abonné au service V-libre ».

b) Déterminer la matrice de transition M associée a ce graphe en respectant I'ordre (7,V) des sommets.

\S)

. En février 2018, quelle a été la part des abonnements « V-libre » dans 'ensemble des abonnements?

w

. Quelle est la part des abonnements « T-libre » dans I'’ensemble des abonnements en avril 2018?
Donner le résultat en pourcentage arrondi a 0,1 %.

-~

Déterminer |'état stable du graphe probabiliste et interpréter le résultat obtenu dans le contexte de I'exercice.
5. a) Montrer que pour tout entier naturel n, ona: v,4+; =0,12v, +0,22.

b) Quelle est la limite de la suite (v;)?
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EXERCICE 5 Commun a tous les éléves
21

Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par f(x) = niz) +x

x2=2In(x) +2

1. Onnote f’la dérivée de la fonction f. Montrer que f'(x) = >
x

2. La dérivée seconde de la fonction f est la fonction f” définie pour tout réel x strictement positif par f”(x) =
4In(x) -6
P
a) FEtudier la convexité de la fonction f.
b) En déduire le tableau des variations de la dérivée f”.

3. Etudier les variations de la fonction f.

1
4. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « appartenant a I'intervalle X e] .
Donner la valeur arrondie 4 102 pres de la solution a.
5. a) Montrer que la fonction G définie sur l'intervalle ]0; +oco[ par G(x) = (Inx)? est une primitive de la fonction g

2In(x)

définie pour tout réel x strictement positif par g(x) =

b) En déduire une primitive F de la fonction f sur ]0; +oo].

6. Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [1;e].
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EXERCICE 1 (4 points) Commun a tous les éléves

Cet exercice est un QCM (questionnaire a choix multiples). Pour chacune des questions posées, une seule des quatre
réponses proposées est exacte. Recopier le numéro de la question et la réponse exacte.

Aucune justification n'est demandée. Une réponse exacte rapporte 1 point, une réponse fausse ou l'absence de réponse
ne rapporte ni n'enleve de point. Une réponse multiple ne rapporte aucun point.

2lnx+1

On considére la fonction f définie et deux fois dérivable sur I'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = 5
b

Sa représentation graphique est la courbe €y donnée ci-dessous dans un repére d’origine O.

[

1. Ladérivée f’ dela fonction f est:
a) positive ou nulle sur l'intervalle [1;4o0[
b) négative ou nulle sur I'intervalle ]0;0,5]
¢) change de signe sur l'intervalle [0,5;1]

d) négative ou nulle sur I'intervalle [v/€; +oo|

2. Latangente a la courbe 6 au point A d’abscisse 1 a pour équation :

X 1 x 1
a y=— b) y=x C) y=x+- d) y==+=
y 5 )y 2 )y 2 2
e , s , , . " 2lnx-2
3. Ladérivée seconde de la fonction f est définie pour tout réel x strictement positif par f"(x) = ———.
X
La fonction dérivée [’ est:
a) croissante sur l'intervalle ]0; /e]
b) décroissante sur l'intervalle [v/e; +oo[
c) décroissante sur l'intervalle ]0; +oo[
d) croissante sur l'intervalle [e; +oo]
. e (nx)?+Inx _— . ,
4. On admet que la fonction F définie par F(x) = — est une primitive de la fonction f sur I'intervalle

10; +ool.

a) sur l'intervalle [e™!;e], f estune fonction densité de probabilité.

b) surlintervalle [1;e], f est une fonction densité de probabilité.

2
c) lavaleur moyenne de la fonction f sur I'intervalle [e~2;e?] est égale a -
e

1
d)f f)dx=1
e-2
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EXERCICE 2 (5 points) Commun a tous les éléves

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Les résultats numériques seront donnés, si nécessaire, arrondis au milliéme preés.

PARTIE A

D’apres une étude sur 'emploi, en France on a pu établir que :

— 48,1 % des personnes qui occupent un emploi sont des femmes;

— 8,6 % des femmes en emploi ne sont pas salariées;

— 14,5 % des hommes en emploi ne sont pas salariés.

On interroge au hasard une personne en emploi et on considere les évenements suivants :

— F:«lapersonne est une femme »;

— H:«lapersonne est un homme »;

— §S:«lapersonne occupe un emploi salarié »;

1. Traduire la situation de I'énoncé a I’aide d'un arbre pondéré.

2. a) Calculer la probabilité que cette personne soit une femme et qu’elle occupe un emploi non salarié.
b) Calculer la probabilité que cette personne occupe un emploi non salarié.

3. Lapersonne interrogée occupe un emploi non salarié. Quelle est la probabilité que ce soit une femme?

PARTIE B

Selon la méme étude, en France, 21,3 % des femmes actives de 15 a 24 ans sont au chomage.

AToccasion de son TPE, un lycéen a interrogé 100 femmes actives de 15 4 24 ans de sa commune. Il a constaté que
parmi les femmes interrogées 18 sont au chomage.

Ce lycéen peut-il considérer que dans sa commune le taux de chdmage des femmes actives de 15 a 24 ans est inférieur
a21,3%?

PARTIE C

Pour certaines missions a caractere temporaire, une grande entreprise emploie des salariés intérimaires.
Soit X la variable aléatoire associée au nombre de salariés intérimaires employés par I'entreprise un mois donné.
On admet que X peut étre modélisé par la loi normale de moyenne p = 26 et d’écart-type o = 5.

1. Calculer la probabilité P (18 < X < 22).

2. Calculer la probabilité que sur un mois, le nombre d’employés intérimaires soit inférieur ou égal a 20.
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EXERCICE 3 (5 points) Eléves ES (obligatoire) et L (spécialité)

On consideére la suite (u,,) définie par 1y = 50 et pour tout entier naturel 7 :
Up+1 = 0,84u, + 24.

1. Calculer u,.
2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = u, — 150.
a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison 0,84.
On précisera la valeur de vy.
b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, = 150 — 100 x 0,84".
3. Ftudier le sens de variation de la suite (u;,).
4. Déterminer la limite de la suite (u;,).

5. a) Recopier et compléter cet algorithme afin qu’il détermine le plus petit entier naturel » tel que u,, = 145.

U 50

N<—0

Tantque ..........coooviiiiienn...
U~—...
N—<N+1

Fin Tant que

b) Calculer la valeur de la variable N obtenue a la fin de I'exécution de I'algorithme en résolvant I'inéquation
Uy, = 145.
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EXERCICE3 (5 points) Eléves ES (spécialité)

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

PARTIE A

Le graphe pondéré ci-dessous représente les différents terrains cultivables A, B, C, D, E, E G et H d'une coopérative
agricole céréaliere.

Le poids de chaque aréte représente la distance, en metres, entre deux zones cultivables reliées par un chemin.

_——O—
140 130

65
420
380 450 90
310 /@\ 85
100 120
A 390 @ 520 G

1. Est-il possible de trouver un circuit qui passe par chaque chemin une et une seule fois?

2. Alaide d’'un algorithme, déterminer le chemin le plus court qui permet de relier la zone A a la zone G. Préciser la
distance, en metres, de ce chemin.

PARTIE B

Afin de permettre la reconstitution de la fertilité du sol, il a été décidé de planter de la moutarde sur une partie des
sols ensemencés avec des céréales. Ces terres sont dites de jachére.
D’une année sur l'autre :

— 6% des champs qui ont été ensemencés avec des céréales sont laissés en jachere;
— 24 % des champs laissés en jachere sont ensemencés avec des céréales.

Pour tout entier naturel n, on note :

— ¢y, la probabilité qu'un champ soit ensemencé avec des céréales la n-iéme année apres la décision de laisser en
jacheére une partie des sols;

— Jjn la probabilité qu'un champ soit laissé en jachere la n-ieme année aprés la décision de laisser en jachére une
partie des sols.

La matrice ligne P, = (¢, jn) traduit I'état probabiliste la n-ieme année apres la décision de laisser en jachére une
partie des sols ensemencés avec des céréales.
Au moment de la décision, tous les champs étaient ensemencés avec des céréales. On a donc Py = ( 1 0).

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets C et J ol1 le sommet C représente I'état «le champ
est ensemencé avec des céréales » et J I'état « champ est laissé en jachere ».

2. Déterminer la matrice de transition M associée a ce graphe en respectant I'ordre (C,J) des sommets.
3. Calculer I'état probabiliste P, et interpréter ce résultat dans le cadre de I'exercice.

4. Soit la matrice ligne P = (x y) associée aI'état stable du graphe probabiliste.
Déterminer I'état stable du graphe probabiliste et interpréter le résultat obtenu dans le contexte de I'exercice.

5. Montrer que pour tout entier naturel n, ona: ¢;+1 =0,7¢, +0,24.
6. Pour tout entier naturel n, on pose v, = ¢, —0,8.

a) Démontrer que la suite (v;,) est géométrique de raison 0,7.
On précisera la valeur de vy.

b) En déduire que, pour tout entier naturel n, ¢, =0,8+0,2 x 0,7".

7. Résoudre l'inéquation ¢, < 0,81 et interpréter ce résultat dans le cadre de I'exercice.
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EXERCICE 4 (6 points) Commun a tous les éléves

On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0;10] par :
f(x) = (4x+8)e 2¥—7,

On note <€f la courbe représentative de la fonction f sur I'intervalle [0; 10].

y
SN\
[ N
4 \13
N
10 ; 4 : ¢ 7 N *
. Cr

=T

1. Onadmet que la courbe €y admet le point B d’abscisse 8 comme seul point d’inflexion.
AVlaide du graphique :
a) déterminer l'intervalle sur lequel la fonction f est concave;
b) donner le tableau des variations de la dérivée f' de la fonction f.
2. Justifier que pour tout nombre réel x de I'intervalle [0;10] on a f'(x) = (—0,8x +2,4) e~ 02%,
3. a) Ftudierle signe de f'(x) sur l'intervalle [0;10].
b) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur cet intervalle.

On donnera les valeurs numériques qui apparaissent dans le tableau de variation sous forme approchée a 0,001
pres.

4. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a. A 'aide de la calculatrice, donner la valeur arrondie
20,001 pres de a.

5. Donner une équation de la tangente T a la courbe 6y au point A d’abscisse 0.

6. ATlaide d'un logiciel de calcul formel, on a obtenu I'expression d’une primitive G de la fonction g :

g(x):=(a*x+Db) *exp(-0,2 * x)

— g(x):=(ax+b) e~02x

G(x) := Primitive [g(x),x]

— G(x) := (-bax—25a—5b) e~ 2%

Justifier que la fonction F définie par F(x) = (—20x—140) e 2% _7x estune primitive de la fonction f surl'intervalle
[0;10].

7. Calculer la valeur exacte de l'aire «f, en unité d’aire, du domaine hachuré délimité par la courbe %f, I'axe des
abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d’équation x = 5.
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