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| VECTEUR DE L'ESPACE

Les définitions et opérations sur les vecteurs du plan se généralisent dans I'espace

1 VECTEURS COLINEAIRES

Dire que deux vecteurs non nuls i et ¥ sont colinéaires signifie, qu’ils ont la méme direction, c’est-a-dire
qu’il existe un réel k tel que i = k7.
Par convention, le vecteur nul 0 est colinéaire a tout vecteur.

— Trois points A, B et C sont alignés si, et seulement si, les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

— Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si, et seulement si, les vecteurs A_é et 51_5 sont colinéaires.

2 VECTEURS COPLANAIRES

il, U et i sont trois vecteurs de 'espace tels que i et U ne sont pas colinéaires.
Les vecteurs i, U et i’ sont coplanaires si, et seulement si, il existe deux réels « et  tels que :

i =aii+ B

CONSEQUENCE :
Pour démontrer qu'un pomt D appartlent a un plan &2 défini par trois points non alignés A, B et C on
montre que les vecteurs AB AC et AD sont coplanaires.

Il REPERAGE DANS L'ESPACE

1 COORDONNEES D’UN POINT

Dans un repere (O;T,j,E), pour tout point M, il existe un unique %
triplet (x; y; z) de réels tels que

OM =xi+y]+zk

(x;y; ) est le triplet de coordonnées du point M (ou du vecteur

OM).

_ x est 'abscisse, y est'ordonnée, z est la cote.

2 CALCULS AVEC LES COORDONNEES

Dans un repere (O;T,j,k), on considere les vecteurs i (x; y; z) et 7 (x'; y'; 2').
— u="Usi, etseulementsi, x=x', y=y etz=12.
— Le vecteur somme i + U a pour coordonnées & + U (x+ x'; y+ y'; 2+ 2).

— Pour tout réel k, kii (kx; ky; kz).

Soit A(x4;ya;24) €t B (xB;yB; zB) deux points de 'espace :

—_— . —_—
— le vecteur AB a pour coordonnées AB (xB —XA;YB— VA 2B — zA).

XA+ X + Za+ 2z
— le milieu I du segment [AB] a pour coordonnées I( A 2 B; A 2 yB; A > B )

/
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Dans un repere orthonormal (O; 7,j,E),

— Ladistance entre les points A(x4; ya;z4) et B (xB; VB; zB) est donnée par

~

AB = \/(XB -x2)?%+ (v - yA)2 +(zp — 24)?

— Deux vecteurs i (x; y; z) et U (x; '; 2') sont orthogonaux si, et seulement si, xx’ + yy' + zz' = 0.

%

Il EQUATIONS CARTESIENNES DE L'ESPACE

1 EQUATION D’UN PLAN

— Un plan de I'espace a une équation de la forme ax + by + cz = d avec a, b et ¢ non tous nuls.

— Réciproquement, toute équation de la forme ax + by + cz = d, ou 'un au moins des réels a, b et c
n’est pas nul, est une équation cartésienne d'un plan.

PLANS PARTICULIERS :

Un plan admettant une équation « incomplete », c’est a dire dans laquelle ne figure qu'une ou deux des trois
variables x, y et z, est parallele a un plan de coordonnées ou a un axe de coordonnées.

Plan 22 d’équation x = k

Plan 22 d’équation y = k

Plan 22 d’équation z = k

~
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DETERMINER UNE EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN :

Dansl'espace muni d’'un repére (O; INE %), montrer que les points A(1;0;3), B (1;-1;0) et C (—1;—-2;1) définissent
un plan et déterminer une équation de ce plan.
Les vecteurs AB (0;-1;-3) et AC (—2;-2;—2) ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas
alignés, ils définissent un plan (ABC).
Déterminons une équation cartésienne du plan (ABC).
METHODE 1 :
Une équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme ax+ by +cz=d ol a, b, c et d sont des réels.
A1;0;3)e (ABC)© a+3c=d
B(1;-1;0)e (ABC)ea—-b=d
C(-1;-2,1)e(ABC) e —a—-2b+c=d

Ainsi, a, b et c sont solutions du systeme :

d-—a
a+3c = d c = 3
a-b = d oA b = a-d
—-a-2b+c = d —a—2(a—d)+d_a _ g
d—a
C =
3
= b = a-d
10 _4d
3 3
d
c = g
ol p = _%
2d
a = —
5

En choisissant, d =5 on obtient a =2, b= -3 et ¢ = 1 donc le plan (ABC) a pour équation 2x -3y +z=5

METHODE 2 :
M (x; y; z) est un point du plan (ABC) si, et seulement si, les points A, B, C et M sont coplanaires.

C’est a dire, si, et seulement si, il existe deux réels a et § tels que

AM = aAB + BAC
Or m(x -1;5;2-3), AB(0;—1;-3) et AC (=2;—2; —2) d’olt
1-x

x-1 = -2f — =B
2
y = -a=2f ey x_y_1 = q
z-3 = -3a-28 z-3 = =3(x-y-D+(x-1
1-x
— =P
2x-3y+z = 5

Ainsi, le plan (ABC) a pour équation 2x—3y+z=5

2 VECTEUR ORTHOGONAL A UN PLAN

On dit qu'un vecteur 7i est orthogonal (ou normal) a un plan £ sila direction de 7 est une droite orthogonale
au plan £2. C’est a dire une droite orthogonale a toutes les droites du plan 22.

Dans un repére othonormal, le vecteur 7i (a; b; ) est orthogonal au plan &2 d’équation ax+ by +cz=d.
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3 PLANS PARALLELES

Deux plans &2 et 2’ d’équations respectives ax+ by +cz=d et a'x+ b’y + ¢’z = d’ sont paralleles si, et
seulement si, les coefficients a, b, c et @', b’, ¢’ sont proportionnels.

)

Plans paralléles Plans sécants selon une droite 2

4 SYSTEME D’EQUATIONS CARTESIENNES D’UNE DROITE

L'espace est muni d'un repére (0;7,7,12). Un point M (x; y; z) appartient a une droite 2 de I'espace si, et
seulement si, ses coordonnées vérifient un systeme d’équations de la forme

{ ax+by+cz

oula, b, cetd, b, c nesontpas proportionnels.
ax+by+cz » re pas prop

d
d!
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EXERCICE 1

Dans I'espace muni d'un repere (O; l?,]?,ic.), on considere les points A(5;0;0), B(5;9;0), C(0;9;0) et S(0;9;9).

z

N\
\\

+0
~—

N
<+ N

Placer le point E de coordonnées (6;4;7) dans le repere précédent.
L'abscisse du point F est égale a 2, lire les coordonnées du point F.

G est un point du plan (SBC), lire les coordonnées du point G.

L

Les points E, F et G sont-ils alignés?

EXERCICE 2
Dansl’'espace muni d'un repére (O; 7,7,12), on considere les points A(2; -1;3), B(3;2;1), C(=2;3;1) et D(6;3;0).
1. Les points A, B et C déterminent-ils un plan?

2. Calculer les coordonnées du point I milieu du segment [BC].

3. Les points A, B, C et D sont-ils coplanaires?

EXERCICE 3

Lespace est rapporté a un repére orthonormé (0;7,7,12). On considere les points A(2;-1;3), B(-2;3;1),
C(-2;0;4), D(9;-5;8) et E(x; ¥;6).

1. Montrer que les points A, B et C déterminent un plan.

2. Le point E appartient a la droite (AB). Déterminer son abscisse et son ordonnée.

3. Montrer que les vecteurs ED et AB sont orthogonaux.
4

. Montrer que la droite (ED) est perpendiculaire au plan (ABC).

>
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EXERCICE 4

Dans I'espace muni d'un repere (0;7,7, 7&), on considere les points A(-2;3;-1) et B(1;3;2).

1. Déterminer les coordonnées du point C intersection de la droite (AB) avec le plan (xOy).
2. Déterminer les coordonnées du point D intersection de la droite (AB) avec le plan (yOz).

3. Ladroite (AB) est-elle sécante avec le plan (xOz)?

EXERCICE 5 (D’'apres Sujet Bac Polynésie 2005)

L'espace est muni d'un repére orthonormal (O; INE 76).
La figure ci-dessous, représente un pavé droit; le point O est le milieu de [AD].
Soit P le milieu du segment [EF].

a4

~.

1. a) Quel ensemble de points de 'espace a pour équation z =22

b) Déterminer une équation du plan (ABF).

¢) En déduire un systeme d’équations qui caractérise la droite (EF).
2. a) Quelles sont les coordonnées des points A, Get P?

b) Placer sur la figure le point Q de coordonnées (0;0,5;0).

¢) Déterminer une équation cartésienne du plan (APQ).
3. a) Construire sur la figure les segments [PQ] et [AG].

b) Le point G appartient-il au plan (APQ)? Justifier.
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4. On construit la figure précédente a 'aide d’'un logiciel de géométrie, puis on demande au logiciel de
représenter le point d’intersection des droites (AG) et (PQ). Quelle pourrait étre la réponse de 'ordinateur?

EXERCICE 6
La figure ci-dessous, représente un pavé droit ABCDEFGH dans I'espace muni d'un repére orthonormal
(O; ?,f,ié)

Les coordonnées des points A, B et G sont A(5;—3;0), B(5;5;0) et G(0;5;5).
M est le point d’intersection du segment [AB] avec I'axe des abscisses, N est le point d’intersection du
segment [ HG] avec I'axe des cotes.

Z
H N G
E F
% —|
N
D - c y
/ 70 /
/ / /
/ / /
/ / /
/ / /
/ / /
/ V4 /
/ / /
- B’
LM

1. a) Les points A, B, G et H sont-ils coplanaires?
b) Déterminer une équation du plan (ABG).
¢) Lespoints M et N appartiennent-ils au plan (ABG)?

d) Préciser lanature de I'ensemble & des points de I'espace dont les coordonnées vérifient le systeme :

y =0
xX+z =5

Représenter 'ensemble & dans le repére (O; iJj, 75)

2. a) Quel ensemble de points de I'espace a pour équation x =52
b) Déterminer une équation du plan (EBH).
¢) En déduire un systeme d’équations qui caractérise la droite (EB).

d) Déterminer un systéme d’équations qui caractérise la droite (C H).

3. Les droites (M N) et (C H) sont-elles sécantes? (Justifiez)
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EXERCICE 7 (D’apres sujet bac France Métropolitaine Septembre 2009)

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O; .7, %)
Sur le dessin joint en annexe, on a placé les points A(0; 2; 0), B(0; 0;6), C(4;0;0), D(0; 4; 0) et E(0; 0; 4).
Soit (P) le plan d’équation 3y + z = 6.
11 est représenté par ses traces sur le plan de base sur le dessin joint en annexe.
1. a) Démontrer que les points C, D et E déterminent un plan que I'on notera (CDE).
b) Vérifier que le plan (CDE) a pour équation x+ y + z = 4.
2. a) Justifier que les plans (P) et (CDE) sont sécants. On note (A) leur intersection.
b) Sans justifier, représenter (A) en couleur (ou a défaut en traits pointillés) sur la figure en annexe.
3. On considére les points F(2; 0; 0) et G(0; 3; 0).
On note (Q) le plan parallele a I'axe (O; %) et contenant les points F et G.
a) Placer sur la figure en annexe les points F et G.

Sans justifier, représenter le plan (Q) par ses traces sur les plans de base, d'une autre couleur (ou a
défaut en larges pointillés), sur la figure en annexe.

b) Déterminer les réels a et b tels que ax + by = 6 soit une équation du plan (Q).

4. Lintersection des plans (CDE) et (Q) est la droite (A').
Sans justifier, représenter la droite (A’), d’une troisieme couleur (ou a défaut en trés larges pointillés), sur
la figure en annexe.

5. On considere le systeme de trois équations a trois inconnues suivant :

3y+z = 6
X+y+z = 4
3x+2y = 6

a) Résoudre ce systéme.

b) Que peut-on alors en déduire pour les droites (A) et (A')?
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EXERCICE 8

Lespace est muni d'un repere (O; 7.7, I;)orthonormal représenté en annexe ci-dessous.

1. Tracer les droites d’'intersection du plan (P) d’équation 5x+ 5y + 6z = 15 avec les plans de coordonnées
du repére (O; ij, 75)

2. On considere le plan (Q) d’équation 3x+4y =6.

a) Préciser la nature de 'ensemble A des points M de 'espace dont les coordonnées vérifient :

15

Il
(o]

5x+5y+6z
3x+4y
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b) Représenter I'ensemble A dans le repére (O;T,j,l;).
3. On donne les points D (1;0;0), E (0; —3;0), F (—1;-3;4) et G(0;0;4).
a) Montrer que les points D, E et F déterminent un plan.
b) Les points D, E, F et G sont-ils coplanaires?
¢) Déterminer une équation du plan (R) qui contient les points D, E, F.
d) Représenter I'intersection des trois plans (P), (Q) et (R) dans le repere (O; 7,;,75)

4. Résoudre le systéme suivant et en donner une interprétation graphique.

12x—-4y+3z = 12
5x+5y+6z = 15
3x+4y = 6
z
k
7
3 id
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EXERCICE 9

Dans I'espace muni d'un repere (O;T,j,l;), on considere les points A(-1;6;7,5) et B(—2;8;9).

1.
2.
3.

Déterminer une équation cartésienne du plan P paralléle a I'axe (Oz) et passant par les points A et B.
Déterminer une équation cartésienne du plan Q parallele a 'axe (Oy) et passant par les points A et B.

Soit d la droite caractérisée par le systeme :

3x+2z 12

{2x+y = 4

Les points A et B sont-ils sur la droite d?

Dans le repere (O;T,fjc.)ci-dessous, représenter les plans P et Q par leurs traces avec les plans de base
ainsi que la droite (AB).
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